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Nota preliminar 


Este libro ofrece al estudiante de la Universidad Simón Bolívar un texto que, 
en los temas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, se ajusta totalmente al pro¬ 
grama vigente de Matemáticas IV (MA2115), tanto en lo concerniente al orden 
en que los tópicos son presentados, como a la profundidad con que éstos son 
tracados. Sin embargo, el tratamiento dado a los diversos remas hace que esta obra 
sea también de interés a estudiantes de otras instituciones universitarias, que de¬ 
ban adquirir conocimientos sólidos de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. 

Es importante señalar que en este texto los sistemas de ecuaciones diferencia¬ 
les ordinarias son resueltos sin recurrir al uso de la matriz exponencial; sin embar¬ 
go, el lectot interesado puede encontrar dicho método en [1], por ejemplo. 

Por otra parce, es de hacer notar que en esta etapa de su carrera en la Univer¬ 
sidad Simón Bolívar el estudiante no ha trabajado aún con funciones de varias 
variables reales, lo cual impide su utilización más allá de los conceptos básicos. No 
obstante, dada su importancia, se han presentado Teoremas de Existencia y Unici¬ 
dad de Soluciones, aun cuando para ello se debió recurrir al uso de funciones de 
varias variables. 

Dado el nivel de exigencia de este curso, se ha puesto énfasis en el desarrollo 
de algunos temas, con ejemplos resueltos, ejercicios propuestos y autoevaluacio- 
nes. Hemos incluido las respuestas (en algunos casos acompañadas de una solu¬ 
ción detallada) para casi todos los ejercicios propuestos. Es aconsejable recurrir a 
ellas sólo después de haber hecho un intento serio por resolver el correspondiente 
ejercicio. 


Los autores 
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PARTE I 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 
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Capítulo 1 

Ecuaciones diferenciales ordinarias 

Introducción y terminología. E|ercic¡os del capítulo 1 








www.elsolucionario.net 


% /•' r 


1,1 Introducción y terminología. 


Eu diferentes áreas do las dolidas so presentan problemas cuya solución se reduce 
a determinar una fundón tj = o(.r} que satisfaga una ecuación que eonliene 
derivadas de y . Este tipo de eeuaeiones motiva la siguiente definición. 

Definición. Una ocuorum diferencial ordinaria (.EDO) es una ecuación de la forma 

F(x. y/, t/. i¡" . y in -) = 0 - donde F es una función de n + 2 variables, y es 

una funeión de ,r e y ik ' indica la derivada k-ésiraa de y respecto do .r - So 
dirá que una EDO tiene orden n si la derivada de mayor orden que aparece en 
la íx'uneión es la derivada n-csnna. 


Ejemplos. Las siguientes son EDO de orden 2.3 y 1 respectivamente. 

„ 2 . UU , a* 


, / r i> 2 I Vd j t \ 

a) y <' - y r + .r— = {y .1 «‘ii r 

,r s 4- 1 


b) (dv 




c) v’ 


sen.r 
T I 7 

" -i- 1 


;t + 2 


= ye- 


Nota. En lo que sigue se supondrá que dada una EDO 

F{x.yry\y\. 


y™) = ü , 


siempre se puede despejar la derivada de mayor orden de la ecuación en función de 

las otras variables y. i/ .■ ps decir, t/ ;í ' — ,/ (-t\ //. ;*/. ¡/L ..., y ,,n ~ L) ) . 

Este hecho evita situaciones como la que se presenta en la ecuación 

'¿{y ") 2 + -n/' - y' = o 


5 
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que en realidad representa dos ecuaciones diferenciales 


t! -* + \f JL ' 2 + %' - >/ - r - \/' r " + %u r 

y = -:- t) y = —*-7- 


Definición. Una función o se llamará sofi/.cm/? de la EDO 

v (n) = /(•'■■ »■»' .i/”- 11 ) 

en un intervalo ./ ríe J7? . si c> es una función a valores reales, las derivadas 
&\& ff .Ó ÍT!J existen y se cumple 


o 


= f(r.o(.c) .í/"- 1 , (U) 


para todo ,/ de J , Las gráficas de las soluciones de una EDO se llaman cu/vas 
intégralas. 


Ejemplos. 

d) Para todo mi mero real r 


o(.r) = ce 


-2 x 


es solución de la ecuación 


y = — 2r/, en J = IR , 


pues 


ó'(.r) — — 2c e 2 ' J = ~2<í»f.r) . 


p) 


Más aún, se verá más adelante que al variar r se obtienen todas las soluciones 
de dicha ecuación diferencial. 


ój(,f) = rr eos 2 v + b sen 2,r. con a y h en IR 
es solución en ./ = IR de la ecuación 


ya que 


v entonces 


y" + 4?/ = 0 


(,/■)■ = —2a sen 2x + 26 eos 2.r , 


ói (.<■) — — ir» eos2;r - P> sen 2;r — —4d>i ( í ) 


(> 
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i) tí> 2 (;r) = ln (x - 1) es solución en J = (1 x) de la ecuación 1 / = 
g) y 1 = ,r \/—y' 2 — 1 110 tiene solución pues —¡j 2 — l < 0. 


Nota. Una solución de mía EDO puede estar ciada en forma explícita y = o(.r) 
o en forma implícita y) = 0 . Resolver una EDO significa hallar las fundones 
(explícitas o implícitas) que la satisfagan. 

Ejemplo. 

h) C 011 métodos que 1 se verán más adelante se deduce que todas las soluciones 
de ,(/.// = ,r satisfacen la ecuación .r 2 - y- ~ c. r € Mí. Recíprocamente. si 
,r 2 - y~ = (’• derivando con respecto a r se obtiene 2.r — 2 yif = 0, o sea 
yy f = x. Esto prueba que la ecuación x 2 - y 2 = c. c e IR, es una fórmula 
implícita para las soluciones de la EDO yy' = ,r. 


Definición. Una EDO Fyx.y.t/. i / 1 .... *í/ fíi ) = 0 se llama lineal ai F es lineal en 
las variables y.y'.y ”...., ,</"*. es dec ir, si la ecuación adopta la forma 

a n (x)i/ n] + a„_!(-r)í /-" _1 + • ■ ■ + «j+ ao(.r)y = c;(.t). 


Ejemplos. Las EDO de los ejemplos a), b). g) y li) no son lineales, mientras que 
las de los ejemplos, c). d). e) y f) son lineales. 

Nota. Como ;/ = ~, a veces una EDO de primer orden se; da en función de dy 

dx 

v dx. Así por ejemplo. 


yy* = x e ydy — xdx = 0 
representan la misma EDO. 

Nota. Una EDO tiene, por lo general, infinitas soluciones como se ve en los ejem¬ 
plos d). e) y h). En dichos ejemplos las infinitas soluciones se obtienen haciendo 
variar los parámetros de cierta ecuación. Sin embargo, aún cuando una ecuación 
con uno o más parámetros produzca infinitas soluciones de una EDO dada, pueden 
existir soluciones que 110 se obtengan con ningún posible valor de los parámetros. 
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Ejemplo. 

i) y = f-j- + f 'j f -s solución de y* = para todo número real c. siempre 


,r M 


que — + (■ > 0. ya que 


■ ,/ = 2 T +< - T=-HT + ' 


= X 


X" 


™h C 


r 


.2 


= - r \¡[ — + r ) — jr '/y ■ 


Sin embargo, y = 0 también os solución de y/ = -r^/y, pero no resulta de dar 
a r ningún valor real. 


Definición. Una EDO de primer orden ¡/ = f (.r.y) sujeta a la condición adic ional 
tj(x(¡) = //o se llama problema de sudor inicial. La condición y;(.ro) = yu se denomina 
condición inicial. 


Ejemplo. 

j) Resolver el problema ¡/ = —2//. j/í I) = —2. 

Solución, Según el ejemplo d) todas las soluciones d<' y/ 
cc ~- r . con C en Sí. Sólo falta del erminar c para que </(l) = 


= —2.1/ son y 
-2. Pero 


-2 = y fl) = re 


de donde se deduce que 


v entonces 


r = — 2e 


s¡ = -2e 2 ^-^ 


es solución del problema dado. 


Ejercicios del capítulo 1. 

1. Determine las constantes reales fí.b. para (pie la función dada sea solución 
de la EDO escrita a su derecha. 

(a) y = fi sen car , y” + y = ti 

(b) y = T n , .i 1 2 i/ r + 4ry/ + 2y = 0 


8 
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(c) y = a,V + b , y n +y' — 2 y = fu- 

(el) y = ad' + be?* , y" - V + 2 y = 0 con y{0) = 5 , //(O) = 8 

f \ 0 n 2 , 2 

(e) y = -,y~ ? + y 

2, Verifique que la fundón indicada es solución de la EDO dada (e.¿ representa 
constante real). 


W 

y' = 

i u 

: Vi 

■> y - 

= (v^ 

-3f 

en (í 

) oc ) 

(b) 

y’- 

i 

= i - 

| = M 

■ hu; 

en (0 

zc) 

(<0 

xy" 

+ 2// 

= í) 

■ y = 

Ci + c 

2 c -1 

si 2 : 

(<D 




( 


si .r 

< 0 

jy* 

- 2 }/ = 

= 0 , 

H 


si .r 

> 9 

(c) 

y - 

*y' - 

(y ')' 2 

2 

=0, 

y = 

2.r + 2 


(f) 

y - 


(; ( /) 2 

+ ? 

« 

= 0 , 

y = 

J 2 

2 


(g) 

?/ = 

X 

, 

+ y 2 = 

= O 




V 


9 
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Capítulo 2 

Algunos problemas que conducen 
a una ecuación diferencial ordinaria 

Ecuación diferencial para una familia de curvas. Trayectorias 
ortogonales. Crecimiento poblacional. Desplazamiento de un 
resorte. Interés compuesto. Mezclado. Problemas de tipo 
geométrico. Redes eléctricas, Ejercicios del capítulo 2 
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2 1 Ecuación diferencial para una familia de curvas. 


Dada mía familia de curvas T. a veces es importante encontrar una ecuación 
diferencial que la represente, es decir, una EDO libre de parámetros, tal que los 
miembros do la familia T sean rodas las soluciones de la ecuación. 


Ejemplo. Hallar una EDO que represente a la familia de parábolas y = l\kx 2 + k, 
con k en JR. [ 


Solución. Despejando k de la ecuación de tas parábolas se obtiene 

*■= " 

; d - 2 +1 ‘ 

Derivando respecto de x ambos miembros de la ecuación de las parábolas resulta 

6 xy 


( ¿ =, (i xk = - 


:i.r 2 + 1 

La EDO que representa a la familia de paráholas dada es entonces 


fí.r 


V - : 


3x 2 + 1 


!k 


2.2 Trayectorias ortogonales. 

Definición, Sea C una curva dada y F una familia uniparamétrica de curvas. Se 
dice (¿ue C es una trayectoria ortogonal de la familia T si C corta ortogonal mente 
a todas las curvas de F. 

' 1 1 Para k — 0 se obtiene la parábola degenerada y — 0, 


13 
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Para determinar las trayectorias ortogonales do mía familia do curvas dada, se 
halla primero la ecuac ión diferencial F y, — 0 para dicha familia. Como 

da la pendiente de la recta tangente a cada curva de la familia en un punto 

(.r, y) de la misma, la ecuación diferencial para las trayectorias ortogonales a la 
familia dada debe ser 


>’<—s)-- 


Ejemplo, Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia F de parábolas de 
ecuaciones 

y = k x l con k en IR. 


Solución. De la ecuación dada se obtiene 


k — 



si j I). 


y además 



2 y 2y 


Entonces 

dy 2 y 
dx x 

es la ecuación diferencial para la familia F. para todo ./ F 0, Por lo tanto, la 
ecuación diferencial para las trayectorias ortogonales es 

dx __ 2 y 
dy r 


es decir. 


x dx + 2 y dy = 0, si x F 0. 

Resolviendo esta EDO se obtiene (como se verá más adelante) que 

2 y 2 + x 2 = r , con r en IR 


son trayectorias ortogonales de la familia dada. Sin embargo, se debe notar que la 
recta de ecuación x = 0 es ortogonal a todas las parábolas de la familia en (0,0) 
(pues cuando .i: = 0, y f = 2kx = 0, es decir, la pendiente de todas las curvas do F 
es cero en (0,0)). Las trayectorias ortogonales de la familia son entonces 

ÍJ ."j 

x = 0 y 2 y + x = r, con r en IR. 

(Ver figuras 2.1) 

l -lpara k — t! se obtiene la parábola degenerada y — 0. 


14 
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Gráfico» anteriores superpuesta* 


Figura 2.1 


2.3 Crecimiento poblacional. 

Ejemplo. Determinar el tamaño de una población en un instante t suponiendo 
que la tasa de nacimientos es directamente proporcional a la población presente 
en cada instante t. la tasa de muertos es inversamente proporcional a la población 
presente en cada instante t y la población inicial es j/q. 

Solución. Sean Aq y Aq las constantes de proporcionalidad mencionadas en el 
enunciado, que so vi conocidas. Si y(t ) indica el número de individuos presentes en 
el instante t. 

í/(¿) = hy(t) - 


15 
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es la EDO que habrá que resolver, con la condición inicial ¿/(O) = yo. 


2.4 Desplazamiento de un resorte. 

Ejemplo. Se tiene un resorte colgando del techo. {Ver figura 2.2). Del extremo 
libre se cuelga un cuerpo de masa rn. Este .se mueve hasta quedar en posición de 
equilibrio. Luego se estira el sistema halando el cuerpo hada abajo una longitud 
xq. Finalmente se lo suelta y se comienza a observar su movimiento desde ese 
instante. Si x(t) es la posición del cuerpo en el instante t. medida hacia abajo a 
partir de la posición de equilibrio, hallar x(t). 



Solución. Sea y(t) la posición del cuerpo medida hacia abajo a partir de la posición 
del extremo del resolte sin estirar. La Ley de Hooke dice que la tuerza (pie ejerce 
el resorte sobre el cuerpo es 

Fi(t) = -*#(*), 


donde k es una constante que depende del resorte. 

Si y(t) > ü, el resorte está estirado y la fuerza es ascendente. Si y(t) < 0. el resorte 
está comprimido y la fuerza es descendente. La otra fuerza que actúa sobre el 
cuerpo es la fuerza de gravedad Fj = ntg. La segunda Ley de Newton establece 
que la fuerza neta que actúa sobre el cuerpo es F = ma, donde a = y". Así 

my" = —ky 4- mg = ~ k (v ~ ~f) ■ 




líí 
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Sea í/u = —. Entonces F = -k{y - ya) y la fuerza neta se anula cuando y = y it . 
* k 

Así yo es la posición de equilibrio del cuerpo, medida hacia abajo a partir de 
la posición del extremo del resorte sin estirar. Si jr(f) — y(t) — yo, :rit) es la 
posición del cuerpo medida hacia abajo a partir do Ja posición do equilibrio. Como 
y*(t) = F(t) y y”{t) = x”(t) resulta 

m.r" — -hr.. 


Entonces la ecuación diferencial que rige el movimiento vertical libre del cuerpo es 

X 

j ,;/ — —usiendo u; — \! —. 


V 


m 


Nota. En el ejemplo anterior se ha despreciado la fuerza do resistencia del medio 
Fi\(t) y por ello se lo llama movimiento Ubre. Experimentalmente se ha compro¬ 
bado que, si la velocidad de la masa no es demasiado grande, F^(t) es proporcional 

(kr . . 1 , 

y su dirección es tal que siempre se opone al movimiento. Si 


a la velocidad 


dt 


d:r 


tw 

el cuerpo está bajando. ,r está aumentando, por lo tanto — > 0 y como t 3 

dv 

actúa hacia arriba, resulta F :i {t) = -o— . O Ü . Si el cuerpo está subiendo, ,r 

cLr 

está disminuyendo, por lo tanto < O y como F%(t) actúa hacia abajo resulta 

( ¿¿¿r A oí ¡r 

— — ] = — c— . O sea que en cualquier caso es F\\[t) = -c,r ; (íj con 
di j di 

r > (1 . Luego la ecuación diferencial que rige el movimiento vertical amoitiyaado 
del cuerpo es 

— —kx{t) - fír'(f) 

o. equivalentemei ite. 

+ a/(i) + kx{t) = Ü 

(una EDO lineal de segundo orden). 


2.5 Interés compuesto. 


Ejemplo, Se deposita una suma de dinero 5o en un banco que paga interés a una 
rasa, anual r. La cantidad de dinero S{t) acumulada cuando lian transcurrido f años 
depende de la frecuencia con que se capitaliza el interés. Calcular S(t) suponiendo 
que el interés se capitaliza en forma continua. 


17 
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Solución. El interés producido en el período (í t + h) es I(f) = S(f + h) — S(f) 
Como cuando el interés se capitaliza anualmente, éste se calcula según la fórmula 
(tasa) x(capital)x(tiempo), si h es pequeño se puede aproximar I(t) por 


Más aún. se ve que 


do donde resulta 


rS{t)h ó rS(t + h)h. 


rS{t)h < S{t + h) - S(t) < rS(f + h)h. 


rS{t) < — - ——-L < rS(t + *.). 


St s< súpola 5 continua. tomando limites cuando h tiende a cero se t iene 


es decir. 


au , . S(í + h) - S{i) 

rb[t.) < hm —--- H <rS(t ). 

h— ü h ~ 


S'(t) = rS(f). 


Al resolver la última ecuación con la condición inicial 5(0) = 5 0 . se obtendrá 

b\l). Si por ejemplo la tasa fuese del 7% anual, sería v = ——■ y entonces S’ft) — 
0,07 S{t). 100 ' 


2.6 Mezclado. 


Ejemplo, Un I naque tiene 100 / de una solución de agua y sal. que contiene 10 kg 
de sal homogéneamente mezclados (ver figura 2.3). Se bombea dentro del tanque 
a una velocidad do (H/mm una solución que contiene 1/2 kg de sal por cada 
litio de agua. Simultáneamente se bombea hacia afuera el líquido de! tanque a 
una velocidad de 4 l/tnin. Hallar la cantidad de sal que hay en el tanque en cada 


instante t. 


Solución. Sea x(t) la cantidad de sal presente en el tanque después de t minutos 
de haber comenzado a bombear. Entonces la rapidez de cambio de la cantidad de 
sal en el tanque es ./:'(/). v se cumple 


/(/) — / ra PÍdéz con que 
l entra la sal 


rapidez con que 
sale la sal 


= B 1 - R 2 . 


Poi otro lado nótese que se bombea hada afuera con menor rapidez que Inicia 
adentro, por lo que la solución se acumula con una rapidez de (6 - 4) l/min = 


18 
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Figura 2.3 


2 //mi.if.. Por lo tanto, después do i minutos hay ou el tanque (100 + 2t) litros de 
solución, y la rapidez con cine sale la sal os 


Ih = 


■Hi) 


100 4- 2/ 


kg/l . 4 l/miv = 


4 .ijt) 
100 + 2 1 


kq/ 


min. 


Entonces 


rit) = Rí - Ri — 6 l/mi-n . 1/2 kg/l - 


440 

100 + 2 1 


kg/min 


y resolviendo el problema 


At) = 3 - - 


2-r(0 


30 + i 


; r(0) - 10 


se obtendrá ,r(t). 


2.7 Problemas de tipo geométrico. 


Ejemplos 

a) Determinar la ecuación de una curva que pase por el punto (3,1) y que 
tenga la siguiente propiedad: el segmento de la tangente comprendido entre 


lí) 
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el punto de tangeucia y el eje . 1 ; está dividido en dos parlas iguales por el eje 
y. (Ver figura 2.4). 

Solución. Sean A — (x,y), mi punto do la cu mi buceada. 1 la tangente a 
la curva en ese punto, 13 = (b. 0} la intersección do i. con el eje ,r, C — (0,e) 

la intersección de / con el ojo y. y D — (./■,()). Entonces, comparando los 

A A 

triángulos semejantes ABD y CBO. so obtiene 


DB AB 


- 9 


OB CB 


os decir. 


DB = 2 OB y B = 

Llamando <\ al ángulo que forma ¡ con el eje ,c resulta 


V = tg(aj = tg (DBA) = ~= = para todo r A 0- 
Entonces, resolviendo el problema 

= b *<•’>= 1 

se obtendrá la ecuación de una curva que satisfaga las propiedades requeridas. 

I>) Encontrar la ecuación de las curvas C tales que la ordenada de la intersección 
de la tangente a C cu un punto cualquiera P de C con el ojo y, sea proporcional 
al cuadrado de la ordenada de P (ver figura 2.5). 


20 
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¿ ó 

Solución. Si y = o(.r) es la ecuación tic la curva C. la ecuación ele la recta l 
tangente a C 011 (;r 0 . ¡j u ) es 

y =■ f}(.)‘o) + O 1 C^'o) O’ — 



Figura 2 . ó 


De esto so infiero que si h os la ordenada de la intersección de í con el eje tj. 
entonces 

h = ó(xo) - 

Como b debe ser proporcional a y/ 5 , si se llama b a la constante de propor- 
cionalidad. resulta 

Ofj'oJ - rr> = k(${xo)) 2 - 

Teniendo en cuenta <1110 la última ecuación vale para tocio (.vq. y 0 ) en C. se 
tiene que la ecuación diferencial 

tí - .</■'■ = k<r 

representa a la. familia de curvas buscada. 


r 

$ 


■> 1 
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2.8 Redes eléctricas. 


Ejemplo. Se tiene un circuito eléctrico conectado en serie íjne consta de un in¬ 
ductor, una resistencia v un condensador, (Ver figura 2-ti). 


RESISTENCIA R CAPACITANCIAC 
---! 


i- 


o 



inductancia l 


VOLTAJE SUMINISTRADO E(ti 


Figura 2.(i 

De acuerdo con la segunda ley de Kirchlioft ^ la suma de las caídas de voltaje a 
través de cada uno de los componentes del circuito es igual al voltaje suministra¬ 
do E{t). Pero la caída de voltaje a través de mi inductor, un condensador y una 
resistencia son. respectivamente, 

h Q{t) ‘ R1(t) ■ 

donde L.C d R son constantes llamadas inductancia, capacitancia y resistencia, 
resjjecrivamente e /(/) v (J(t) son la corriente y la carga del condensador en cada 

instante /. Pero f[t) = , por lo cpie según la segunda ley de Kirchlioíf resulta 

E(t.) = LQ"(t) + RQ'(i) + ^y(í) 

(Q se mide en Gouloinbs, í en amperios). 

Si se desea conocer la carga Q{t) en cada instante t. basta con resolver la última 
ecuación diferencial, sujet a a las condiciones 

cm = Qo- Q’ (o) = /(O) = lo- 


■* G. Kírchhoff. físico alemán (1824-1887). 
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Ejercicios dei capítulo 2. 


1. En cada caso encuentre una EDO (de mínimo orden) satisfecha por la familia 
de curvas. 


(a) y = c ,r' 

(b) y = (c x) :i 

(c) y = a x + l> 

(d) y - (a- + o ) 2 

, , 2ro 2 * 

(e) y = 


1 + ce 2j ‘ 

(f) y = ae?* +bc~^ 

(g) V— ? x +re - í (de primer orden) 

(h) circunferencias con centro en el eje y 

(i) circunferencias que pasan por (0.0) 

(j) rectas tangentes a la parábola de ecuación y 2 = 2:r 

. T ' c 2 

(Sugerencia: un punto arbitrario en la parábola es de la forma ( —, c) 

con re ifí.) 

2 . Encuentre una EDO satisfecha por la familia ortogonal a la T dada. (Aquí 
r indica un número real arbitrario.) 

(a) T\ y = ex 2 

(b) T\ circunferencias con centro en el eje x, que pasan por el punto ( 0 . 0 ) 

O n 

(c) T: ^ = 1 

c 4-1 c 

c 


W) X. y = - 

X 


(O F-. y 


ex 


( 1 +*) 


(f) T\ rectas de pendientes ]- 


(i) F: — - y 2 = 1 


3. Sea k una constante. Demuestre que la familia uní paramétrica y = ce/ 1 * da 
todas las soluciones de la EDO y 1 = ky. 

(Suytnmcia: 

y' = ky y' - ky = 0 <*=?■ v~ k * ¡/ ~ v~ kr ky = 0 & (e -fc;r y)' — 0.) 
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4. Un cultivo bacterial se multiplica en cada instante t (medido en horas) con 
rapidez proporcional al número de bacterias presentes en dicho instante. Si 
al cabo de una hora el cultivo aumentó un áP%, calcule el tiempo necesario 
para que el cultivo se quintuplique. 

{SwjefV'iU'i.a: sea y(t) el tamaño del cultivo al cabo de t horas. ;!/(()) = A 7 . 
Obtendrá ,</ = ky. y(l) — ^N. List' el ejercicio anterior.) 

o. Una suma de dinero .% se deposita cu una cuenta bancaria que paga interés 
a tina tasa anual /■ (con capitalización continua). Hallar el valor de r que 
produce una duplicación fiel capital inicial transcurridos siete años, 

i 

(i. Sean k y b constantes. Pruebe que todas las soluciones de ¡/ = k(y — b) están 
dadas por la familia imiparamérnca y = re** + 6, r E M. 


7. Un termómetro es retirado de un horno en el momento en que registra 13(i°C, 
y es colocado en un cuarto cuya temperatura es de 22°C. Al cabo de ti mi¬ 
nutos la temperatura que registra es ñti "C. ¿Cuánto tardará el termómetro 
en registrar 38° C? 

{Sngrrr.v-n-a: La rapidez con que mi cuerpo cambia su temperatura es pro¬ 
porcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura 
constante del medio en que se encuentra. [Ley de Newton]) 

8 . De una curva C en !R- se sabe que el haz de rectas tangentes pasa por el 
punto (1. —3). Determine una EDO de primer orden para C, 

!). En cada punto P de una curva plana C se traza la recta tangente, cuya 
intersección con el eje y se denota por .4. Si se sabe que la distancia de P 
al (l), 0) es ('1 doble de la distancia entre P y A, halle una EDO satisfecha 
por C , 
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PARTE II 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 
DE PRIMER ORDEN 






www.elsolucionario.net 






Capítulo 3 

Campos direccionales y elaboración 
de curvas integrales 

Campos direccionales y elaboración de curvas integrales. 

Ejercicios del capítulo 3 
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Una EDO de primer orden no siempre tiene solución pero, aún cuando la tenga, 
a veces no es posible encontrar una fórmula explícita de la misma en términos de 
funciones elementales 1 , Por tai motivo los métodos que conducen a soluciones 
aproximadas de la ecuación son de gran ut ilidad. Uno de estos métodos consiste 
en aproximar gráficamente las curvas integrales de la ecuación diferencial, cuando 
ésta, es de primer orden. 


Definición. La ecuación diferencial ;/ — da un valor para ;/ que repre¬ 

senta la pendiente de la recta tangente a la curva integral y = 0{.r) que pasa por 
-■I punto (jr. tj). Si se asigna a cada punto un pequeño segmento de esta recta tan¬ 
gente (centrado en el punto), el conjunto de rodos estos segmentos se llama campo 
direccíonai para la ecuación diferencial t/ = f{x, y). 

Eu algunas ocasiones os posible tener una idea de la forma de las curvas integrales 
dibujando el campo direccíonai en suficientes puntos. Para ello a veces es conve¬ 
niente determinar las curvas isoclinas de la ecuación diferencial, es decir, el lugar 
geométrico de los puntos del plano cuyos segmentos asociados tienen la misma 
pendiente, o sea los puntos [n\y) tales que f(.r. tj) = /,*, k fijo. 


Ejemplos. 


a) 


Hallar una gráfica aproximada del campo direccíonai para la ecuación dife¬ 
rencial y f = r + y. 


Solución. ¡j f = k implica s + tj = k\ o sea y = —x -(- k. que representa 
una recta de pendiente igual a —1 para cada k en IR, Luego, en puntos 
equidistantes de cada recta de ecuación // — — .r + k, se debe dibujar un 
segmento con pendiente k. cendrado en el punto, como en la figura 3.1. En 
ella adenitis se señalan las gráficas aproximadas de las soluciones que pasan 
por (0,1) y por (0, -4). 

0 Por ejemplo, funciones algebraicas, fruiciones exponenciales, fruiciones trigonométricas y sus 
inversas. 
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Figura 3.1 


b) Hallar una gráfica aproximada del campo dirección al para la ecuación 
v > =v x 2 + y 2 . 

Solución. y f = k implica x 2 + y 2 - k, k > 0, que representa una circunfe¬ 
rencia de radio y/k. para cada k. Entonces en puntos equidistantes de cada 
circunferencia de ecuación x 2 + y 2 = k. se dibuja un segmento con pendiente 
k centrado en el punto, como en la figura 3.2. En ella además se trazó la 
gráfica aproximada do la solución que pasa por (1,0). 

Ejercicios del capítulo 3. 

1. En cada caso haga una gráfica aproximarla del campo direcrional y de algunas 
curvas integrales. 

(a) y' = :r 

(b) y' = xy 

(c) f/' = y{ 1 - ir) 

(d) y'= - 

V 

(f) !/' = y 

2, Considere la EDO y' — .r 3 (l — y*) 
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& 



Figura ib 2 


i) Dibuje el campo direecional. 

{Sugerencia: para :r fijo analice j/ al variar y. Observe qué ocurre según 
sea .a > 0, ,r < 0. y > 1. // < 1.) 


ii) ;,Es // = 1 solución de la EDO dada? 

iii) Dibuje algunas curvas integrales. 
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Capítulo 4 

Existencia y unicidad de solución 

Existencia y unicidad de solución. 
Ejercicios del capítulo 4 
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Cuando se considera un problema de valor inicial 

y' = /(ir. y) . y{r u ) = yo 
surgen las siguientes preguntas: 

L- ¿Existo solución del problema? 

II.- Si existe solución, ¿es esta única? 

III.- Si existe solución, ¿en qué intervalo está definida? 

La respuesta a la primera pregunta no siempre es afirmativa, como se vio en el 
ejemplo g) del capítulo 1, También la respuesta a la segunda pregunta puede ser 
negativa, corno lo muestra el siguiente ejemplo. 


Ejemplo. 

a) El problema y f — ,.r v óy. y(0) = O, tiene al menos dos soluciones en el intervalo 
J ~ IR, dadas por 


.r 


ym0 e ,/ = Ib 

como se vio en el ejemplo i) del capítulo 1. 


En cuanto a la tercera pregunta, no siempre es posible determinar el intervalo de 
definición de una solución sin resolver efectivamente el problema, ya que dicho in¬ 
tervalo puede no estar relacionado en forma sencilla con f(x, y), como lo muestra el 
siguiente ejemplo. Sin embargo, una vez obtenida una solución en forma explícita, 
es importante señalar cuál es el máximo intervalo de definición de la misma. 

Ejemplo. 

b) Es fácil verificar que la función y = - es solución del problema 

i “ .r 

I/ = V 2 , 1/(0) = 1 
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y que dicha solución está definida en (—oc 1) U (1 oc). Corno el pinito .r = 0 
pertenece al intervalo ./ = (—oc 1). el intervalo de definición de la solución 
os ■/. Sin embargo la función f\x,y) — y 2 del problema no parece indicar 

que el punto ,r = i tenga relevancia. Es más, si en el problema se cambia la 

2 

condición inicial por t/(0) = 2 se puede verificar fácilmente que y = --— 

os solución del problema 


y 


i 




0 


y en esto caso el intervalo de definición de la solución es J\ = (-.x 1/2). 
Es decir que el intervalo de definición cambió dependiendo de la condición 
inicial v no de la ecuación diferí me i al. 


Los siguientes teoremas contestan las preguntas I y II cuando se imponen ciertas 
resunciones a la función f{x,t¡). So omitirán las demostraciones de los misinos 
pues cu ellas se utilizan técnicas y conceptos de Análisis avanzado. Sin embargo, 
en el capítulo 11 se dará una idea de la demostración, que es muy útil para la cons¬ 
trucción de soluciones dadas en forma de serios do potencias (Método do Pioard). 

Teorema de Picard 1 Sea R una región rectangular en el plano xy, definida por 

,. . tf 

a < x < b. r < y < <L que contiene al punto (,r<). ya) en su interior. Si f v — 1 - 

dy 

son continuas m R. entonces existen un intervalo abierto / con centro en .r 0 y 
contenido en [ti /»]. y una única función y = o(,r) que satisface el problema de 
valor inicial 

y = /(■>’, y) , y(? o) = ,vo 
para todo .r de 1 (ver figura 4.1). 

Si no se estuviera interesado en la unicidad de la soluc ión, un conocido teorema de 
Pernio! 2 ! asegura que la continuidad de f(x, y) en R es suficiente para garantizar 
la existencia de al menos una solución del problema ¡/ ~ f(x.y). y (xa) = yn, si 
(.r tt . yo) está en el interior de R. 

Nota, Como el lector podría no estar familiarizado con las nociones de continuidad 
y derivación parcial de funciones de dos variables, en lo que sigue se mencionan 
algunos hechos básicos. 


1 1E. Picará, matemático francés (185ti 1941). 

'“IG.Pernio, matemático italiano (1858 — 1942). 
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1) Si í' C St 2 . f : U —* í? y fe £'■ s <' dice que / os (jwlm ti-ü en (iTo-í/o) 

si iludo t > O existe f^(£) > O tal que si y/{,r — .r u )' ¿ + (i/ — </<)) 2 < <), entonces 

! /(->•■ - /( / (i- /yo) |< í- 

Se dice que / es covímua rn l : . si / i's continua en todo punió de U. 

^ ® tí ^ v f(*-y + &) - ffau) t „ v. 

2i —-/ur, i/) = lun-----. cuando esto limito existe, es decir que 

ay fc—o k 

— /(.r. -</) so obtiene derivando y) respecto de ;/. tratando a x como una 

dy ■ 

constante. 


:i) Si f(x.,y) y pf.r,//) son funciones continuas, entonces también son continuas 


i. f{x, y) + <?(.?'. y) 
ii- y(,r.y). 

/(> f '</) 


111 


/;) 


. siempre que #(.?■. ,v) # 0. 


4) Si h es una función continua, de una variable, y si /(;/•.;/) es continua, (ai- 
toncos /í(/(.jT, y)} ('s continua, 

5) Las fundones 
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:y) = y 
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son cont inuas en Sí ¿ (si k es un número real fijo). 


Ejemplo. 


c) Dí‘ lo anterior se deduce que son continuas, por ejemplo, las fundones 

/o (^!/) = d 

y) — ln,r , si x > 0 
.fc(x,!/) = 
h(x, y) = sen x 


h[x,y) = y f> 



Ejemplo. 


d) Considere el problema y = jt/(0) = 1. En este caso /(a;, y) = 

es continua para todo y ) £ U> J . De acuerdo con ('1 teorema de Peano 
debe existir alguna solución del problema. Es fácil verificar que la fundón 
o i (.r) = (,r + l) 3 es solución, para rudo x £ Sí. Sin embargo ésta no es la 
única solución pues 



también es solución para todo x £ Sí. ya que es fácil ver que 



y si x = -1 


lim 

li-O- 


e>2(-l + h) - Ó2Í -1) 
h 


lim 

h — O 1 


(-1 + //. + 1) ;1 - 0 
h 


lim — — lim h 2 = 0 
h-*o+ h h -01 
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d>2{ — 1 T }l) — 02Í“1) 0-0 

Inn -—---- — Imi —:— — hm 0 = 0 , 

h tí—a- h tí—-o - 


es decir, o 2 (-i} = 0 = 3(^2Í — ll 3 (ver figuras 4,2). 




Figura 4.2 

) f 

Nótese que ~ = 2 y' 3 no es con! inua si y = 0. y ei ir enees para poder aplicar 

el teorema de Picard a este problema habría que restringirse al semiplano 
y > 0, que contiene al punto {(), 1.), El Teorema asegura entonces que existe 
un intervalo 7 centrado en 0 donde el problema tiene solución única. Por lo 
que se probó anteriormente es evidente (pie pi(.r) es la única solución del 
problema en el intervalo 7. y que í C { — 1 1). 


Nota. El ejemplo anterior muestra que. aunque las hipótesis del teorema de Pican! 
se cumplen en cualquier rectángulo R contenido en el semiplano superior, por 
ejemplo 7? = {(.r. y): —3 < ,r <3. | < y < (>}, el intervalo 7 donde existe 

solución única puede estar propiamente contenido en (—3 3). 

El ejemplo b) de este capítulo muestra que, aunque las hipótesis del teorema 
de Peano se cumplen en cualquier rectángulo R de IR 2 , por ejemplo 7? corno en 
el párrafo anterior, o! máximo intervalo de definición de una solución puede ser 
distinto de (-3 3). 
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Ejemplo. 

e) Lilis hipótesis del teorema, de Pean o se cumplen para el problema 



í/{-l] = 1 


en cualquier rectángulo R contenido en el semiplano il > x, que contenga 
al punto (-1,1). o sea que si (,r. y) está en cualquiera de estos rectángulos 
se debe cumplir — oc < x < 1. Por tai motivo, según el teorema de Peauo. 
se puede asegurar existencia de solución del problema eti un inter valo J 
contenido en (-cc I). Sin embargo es fácil verificar que y = x + s/r- 4- 3 
es solución del problema y está definida en ,/i = IR. es decir (pie ,/j no está 
contenido en (—oc 1). Esto muestra que el intervalo de definición de una 
solución puede contener propiamente al intervalo [a b] del teorema. (Ver 
figura 4.3) 



Figura 4.3 


Ejercicios del capítulo 4. 


1. Para cada problema con valor inicial halle dos soluciones diferentes. 
por qué ello no contradice el teorema de Picard. 


que 
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(ti) x</ = ¡j , //(O) = 0 (Intente y = u.r + b .) 

(b) :ri/ — 2 y. y(0'j — 0 (Intente y = ax 2 + &r + r,) 

i?) // = Viíí. !)(°) = U 

2. ¿Existe solución no nula del problema (b) anterior, que tenga asíntota en 
+oc? 

d. Para cada problema con valor inicial halle un rectángulo a < x < b. 
c < y < d en el cual se pueda garantizar la validez del teorema de Picard. 

(a) }/ — x /xy . j/( -1) = -4 

(b) (y + 2x)y' = x - y , y(-1) = 1 
(e) (/ = 1 + y 2 . j/(0) = O 

4. ; Existe solución de la EDO y' = 2y que satisfaga simultáneamente 

y( 0) = 6. y(l) - 2 ? 

5. ; Existe solución do la EDO y' = %/ 2 cos¿r que satisfaga simultáneamente 
y(0)--l. j/(0)=0? 

(i. En el ojén icio 2. capítulo 3. ¿existe otra curva integral (pie eort(' a la recta 
y = 1 ? Explique. 
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Capítulo 5 

Ecuación diferencial lineal de primer orden 

Ecuación diferencial lineal de primer orden. 
Ejercicios del capítulo 5 







www.elsolucionario.net 


De acuerdo con las definiciones del capítulo 1. una ecuación lineal de primor 
orden es una EDO que adopta la forma y - plx)y — /;(.?■). que también puede ser 



ambas continuas para todo y) con a < x < b e y € IR. Por el teorema de Pjcard 
se puede asegurar que si a < .rp < b. el problema </+p{x)y = y(x). y(x o) = yo tiene 



asegurar que existe única solución del problema y 1 + p(x)y — y(x ), y(x o) — yo* 

Teorema. Si p(x) y y(x) son continuas en un intervalo abierto J que contiene a. 
j\,. entonces: 

i) todas las soluciones de la ecuación ,</ + p(x)y = g(x) se obtienen dando 
valores reales a la constan re r en 



y — — : — f / ii(x) y(x)dx + c ) , siendo p.{x) — c^ pí ’ í ' i " 

m*) \J ' } 

se llama §actor integrante de la ecuación diferencial); 
ii) existe una tínica solución del problema 

y 4- p[x)y = g(x), y(x o) = yo, para todo x en ,7. 


Demostración. Lo que sigue vale para todo x en J debido a la continuidad de 
p(r) y g{x) en dicho intervalo. 


1 1 1 Sin embargo, como se verá en el capítulo II. la demostración del teorema de Picará <la ima 
fórmula para la solución del problema fie valor inicial y* — f{x, y), y{xn) = yo. Cabe destacar 


que dicha demostración proveo una forma de determinar el intervalo do definición fie la solución 
riel problema de valor inicial, pero on la práctica, sil aplicación no es sencilla. 
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i) Note que p'(x) = J pix)dj p(x) = fi(x) p(x). 

Si y(x) es solución de la ecuación dada, se cumple 

y'(x) + p(x)y(x) = g(x). 

Multiplicando ambos miembros por y[x) resulta 

y{x) + p{x) p(x) y(x) = p(x) g(x). 

Como el primer miembro os (f.i.{x) y{x))\ la última ecuación se convierte en 

(/i(.r) y(;r)Y = p(x) g(x). 

Integrando ambos miembros respecto de x se obtiene 

p{x) y(x) = j n{x) g(x)dx + r, 

es decir, 

<j{*) = g ^ dx + r j ■ 

Recíprocamente, si y(x) está definida por la ultima ecuación, entonces y(x) 
es solución do y f + p(x)y = g(x) ya que, derivando ambos miembros de 

ti(x)y{x) = j p(x)g(x)dx + c 
}j{x)y f (x) + }t'(x}y(x) = g(x)g(x) 


se obtiene 


o. equivalentemente, 

p(x)j/{x) + fi(x)p(x)y(x) = p{x)tj(x), 

es decir, 

í /(- í ') + p(*)ylz) = y{z)- 

ii) Es claro que, como todas las soluciones de la ecuación y f + p(x)y = g(x) se 
obtienen dando valores a la const ante c\ si se hace x = Xq. y = t/o en la 
ecuación 




se obtendrá un único valor o = co, y entonces 


y = ( / g(x)y(x)<L 


X + Cq 


será la única solución del problema dado. 
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Nota. De acuerdo con el último teorema, todas las soluciones de una EDO lineal 
dt.* primer orden se obtienen dando valores a un parámetro, y por ello se dice 
.--i' la familia de soluciones es uniparamétiica. Esto no sucede en general para las 
collaciones no lineales, y por tal motivo usaremos el término solución general de 
una EDO de primor orden, solamente cuando ést a sea una ecuación lineal. 

Observe qut* para resolver una EDO lineal de primer orden no es necesario memo- 
rizar la fórmula completa de la solución dada en el teorema, sino que basta con 
recordar la fórmula del factor integrante p.(;r) y multiplicar la ecuación diferencial 
luda por ¡.¡(x) (tal como se hace en la demostración de la parte i) del teorema) y 
luego integrar ambos miembros. 


Ejemplos. 

a) Resolver el problema de la sección 2 (> dado por 

y (t) = 3 - , :r((>)■= 10. 

' 50 + t 

Solución. La ecuación dada se puede escribir en k forma 

<> 


■r + 


50 + t 


x = 3 


lo que muestra que es mía ecuación lineal de primer orden con p(t) = 
2 

- , «(i) = ambas continuas pues 1 > 0. 

50 + t 

50-t-n _ „in (ño+t) 2 _ /k,-. , ,,2 


H(t) = - e 2l “|5u-<-f = e «u«i+o- = (50 + í)+ 

Multiplicando la ecuac ión diferencial por fi(t) resulta 

(50 + f)V + 2(50 + t)x — 3(50 + i) 2 . 

Notando que el primer miembro es ((50 + i) 2 x)\ se obtiene 

((50 + í) 2 j-)' = 3(5G + é) 2 . 

Integrar ambos miembros respecto de 1 conduce a 

(50 + tf x = j 3(50 + tfdt + r = (50 + t) 3 + c, 

y entonces 


x(t) = 50 + t + 


c 
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Como se desea que </’{()) — lf). haciendo i — O y x — 10 en la última ecuación 
se deduce que c. = —100.000. 

La solución del problema os entonces 

, v . 100.000 
x{í) = 50 + t- — 


(50 + t)- 


Así. por ejemplo, después de — llora, en el tanque habrá 64,375 ktj de sal 


aproxi m a da mente, pi íes 


, 100.000 

;r{30) = SO - _ = 64,375. 

- ; 80} 2 


b) Resolver el problema x dy + y dx = y dy. 

Solución. Note que y = 0 es solución. Dividiendo por dx la ecuación se 
escribe 

/ . ¿y 


o. equivalen!emente. 


(x - y) y + y = 0. 
dx 


Aunque ésta, no es lina ecuación lineal, el cambio ,r y conduce a 

dx 

{y - ‘pj-r- + >' = 0 
ay 


o sea 


es decir. 


dy _ x — y 
¿r ~ x 


, si .í 0. 


1 


v 1 + -V = 1 
x 

que es una ecuación lineal de primer orden que satisface las hipótesis del 
último teorema si x 0, 

jt.{x) = eJ’ ± d * = e ln |x| = \x\ = ±x. 

Multiplicando la última ecuación diferencia] obtenida por p(.r) se obtiene 

x (V+ f) = x 6 ~ x (V + ") = ~ x ' 
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y en cualquier caso 

Entóneos 

o. cquivalent emente 


'' (/+£)-*• 
xt/ + y = x 


(*y) = ■>'< 

Integrando ambos miembros respecto do x resulta 

2 

J'V = V + c ‘ x ^ 

Regresando a las variables originales (es decir haciendo nuevamenl e el cambio 
x ^ )¡ en la última et nación), en aquellos intervalos donde y{x) / 0 se 
obl ienen las siguientes soluciones dadas en forma implícita 

■> 

xy — — —he. con r en SI, 

J 2 

Pero es fácil ver que la familia obtenida satisface la ecuación diferencial dada, 
sin necesidad de exigir y(x) =¿ 0. 

c) Resolver el problema del ejemplo b) con. la condición inicial y(— 1) = 1, 

Solución, y = 0 queda descartada pues no cumple con la condición inicial. 
Haciendo entonces x — - 1 . y = 1 en la solución obtenida en b) resulta 
3 

c — —. v entonces 

ir 3 

y * = -~ó 


<r 


2xy - 3 = 0. 


de donde se deduce que 




>.r ± PIP + 12 


= x dh \fx 2 + 3. 


Para determinar cuál de las dos ramas de esta curva es la que corresponde 
a la solución, se introducen en ella los valores x = —1. y = 1. y se verifica 
que la rama que satisface la condición inicial dada es la correspondiente al 
signo ;i +'■. ya que 1 = -1 4- y'4 mientras que 1 y -1 - y/4. Resumiendo, 
una solución explíc ita del problema es 


y = x + \fx 2 + 3 
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cuyo intervalo de definición es IR. (Aquí se recomienda al lector que vea 
nuevamente el ejemplo e) del capítulo 4 v la gráfica de la solución que allí se 
muestra.) 

Ejemplo 

il) Resolver el problema // + p(x)y = 0. í/( 0) = 1 si 



si -1 < x < 1 
sí > i 


Solución. Nótese que p(x) presenta en x = 1 una discontinuidad que es 
un salto, por lo cual es necesario resolver la ecuación y' + p(x)y = 0 para 
:r < 1 y para x > 1 separadamente. Luego se determinan apropiadamente las 
constantes en las soluciones á\ y 02 obtenidas, de modo de acoplarlas y tener 
una función y — oí.r) que sea solución del problema, definida en [—1 00 ) y 
continua en i. 

Sí —1 < x < 1. la ecuación dada se reduce a 


y' + 2 y = 0 


que es de tipo lineal, y el factor integrante es pi(x) = e 2j . por lo que, 
multiplicando la ecuación por pi(x). resulta 



o sea 


(e 2r y)' = 0. 


Integrando ambos miembros se obtiene 1 


y = ( d i, o sea // = cqc 2r 


Como el punto (0. i) está en el intervalo — 1 < x < 1. es posible determinar 
C\ de modo que y(0) = 1. y entonces 


ói(x) = e ¿x , pues c'i = 1. 


Si x > 1, la ecuación dada torna la forma 

y 1 + y = 0 
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t 


f 


que también es lineal, y el factor integrante es //¿(¿O = e :r , por lo que mult i¬ 
plicando la ecuación por //. 2 (;r) resulta 

e r y' + e* y = 0. 

o sea 

(e u)' = o. 

Integrando ambos miembros se obtiene 

e f y = rq. es decir, tj = 030 “ ’ * 

Se desea que lim Oif.r) = lira <¡> 2 (¿O- P 01 ’ 1'* que 

,í— 1 + X—t - 

e -2 = lira e _2;i — lim e% e~' r — c 2 e' 1 2 . 


¡c-—1+ 

o sea co = e _l , v entonces 


;(—l- 


O2 Ó") = <’ 


- J --1 


Resulta así que la función 

/ e _2;r . si < .r < 1 
si 1 < .r 

es solución del problema fiado, pues ó es domable inclusive en .r = 1. (Ver 
figuras 5.1) 

Ejercicios del capítulo 5. _ 


1 . Considere la EDO lineal (/ + p(x)y = g{.r) como en el texto, 

(a) Sean Oí«-¿(.r) primitivas de p{;.¡-) . Entonces . e ,v ' >i: ' j:i son 

factores integrantes. Demuestre que ambos conducen a la misma familia 
ujiiparamétriea de soluciones. 

(b) Si p es factor integrante, compruebe que y? — es solución de 
i/ + p{x)y = 0 . 

2 . Sean <¡>i. ó¿ soluciones de la EDO lineal ¡/ + p[x)y = f;(,r). Demuestre 
que la solución general es la familia unípara métrica Oj 4- c{® 2 “ <£>i)- (En 
consecuencia. conocidas don soluciones, la solución general se obtiene sin 
necesidad de integral .) 
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Figura 5.1 


3. Resuelva. 

(a) ;/ +-jy = sen,r en (0 oc) 

,7' 

(b) >/(o» - ,f) = .í/ 

4. En cada caso lialle la solución, indicando el intervalo donde es válida. 


(a) í/ + (ctg .r)jj = 2 cosec y(7r/2) = -2 

(b) ii + pj = i , ,y(0) = ^ 

0’) “ + (111*)® = ^*, ;r(l) = 2 
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5. Demuestre que el problema de valor inicial x dy - y dx = y' 2 dy. y( 0) = 0 
tiene infinitas soluciones. Determine la expresión explícita de cada una de 
ellas, indicando el intervalo de definición. 



extrae del tanque a razón de 14 Its por minuto, 

(a) enc uentre los litros de alcohol y(t) que liay en el tanque en cada instante 
i: 

(b) Imlle el porcentaje de alcohol presente en el tanque después de 20 mi- 
mitos: 

(c) determine en qué instante se varía el tanque. 

7. Resolver ;/ + p{x)y = tj(x), //(3) = r " A sabiendo que 




que contiene 1/4 kg de sal por cada Litro de agua. Hallar la cant idad de sal 
que hay en el tanque en cada instaure t. 
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Capítulo ó 

Algunas ecuaciones diferenciales de primer 
orden reduciblesa lineales 

Ecuación de Bernoulli. Ecuación de Riccati. 

Ejercicios del capítulo ó 
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6.1 Ecuación de Bernoulli. ^ 


L'ua dase impártante de EDO de primer orden es la ecuación de Bernoulli, que es 
una ecuación que adopta la forma 


y' + p(x)y = <i(*)y n , 

con n un número mal cualquiera. 

Notarnos que si n = 0 ó n = 1 la. ecuación se reduce a una lineal de primer orden, 
cuya resolución ya se ha estudiado. Se supondrá entonces que n ?= 0 y a i= 1, 
en cuyo caso es evidente que y = ü es solución si ¡? > 0. En los intervalos en los 
cuales y(x) 0 se puede multiplicar ambos miembros de la ecuación por y n . 
1 'teniéndose 

»-"y+íKí» l - 4 =9(i5. 

Observando que si u> = y 1 ~ n resulta u/ = (1 — it)y~ n i/ se tiene 


*. sea 


--+ í>(*)¡*? = 

1 — n 

■J + (1 - rí}/i(,r)La = (1 - n)q{x) 


;ue es una ecuación lineal de primer orden en uj(x). (No nsemoriee esta ecuación; 
razone cada ejemplo para obtenerla.) 


Nota. Es fácil reconocer cuándo una ecuación es de Bernoulli, pues se obtiene 
multiplicando por y v el segundo miembro de una ecuacióm lineal y f -\-p(x)y = q(x). 


Ejemplo. Resolver el problema del ejemplo b) de la sección 2.7, 
Solución. La ecuación a resolver es 

y - yx = k y 2 , 


i-* 

5 / 


-J J. Bcl-ikhlIIí, matemático suizo (1654-1705). 
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donde k es uu número real dado fijo. Entonces 

, 1 


11 - V 

X 


— y 2 , para todo ./■ 0, 

:r 


que es una ecuación do Rcmoullí con u = 2. y una solución es obviamente // 
Si y(.r) # I). se multiplica la ecuación por y y se obtiene 


= 0 . 


i¡ ~ 2 y' - y 1 = — — . para todo x 0- 

x x 


Haciendo x = t y 1 resulta «/ = —y "¡t/b y por lo tanto 


es 


, 1 A: , 

—u — —X =-, para todo .r ti. 

«r ,t 


1 k 

/ -|- \jj — — , para todo jr 0. 

,r ,r 


que es una ecuación lineal cuyo factor integrante es 

,/{.r)=e-'' T^ = e ll,|r| ^ |r| = ±.r. 
Multiplicando la última ecuación diferencial por ¡i{.r) se obtiene 

±.r fu/ H— uA = ± x — . 


y cancelando loh signos resulta 


X uJ u } — k. 


Entonces se obtiene la siguiente ecuación 

(x uó' = k 

la cual, al integi'ar ambos miembros respecto de /, se convierte en 

x uj — k x + c , con reí?, si x # 0. 
Haciendo nuevamente el cambio ■x = y 1 sí 1 tiene 

:T." y 1 = A■ x + c , con c e IR , si x p, 

x 

y = -- . con r € , si 0 v k x -\- c ^ 0. 

k x + r 

¡í,l ' 


es decir. 
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Pero es fácil verificar que osta familia satisface la ecuación diferencial original 
- t/.r = k y- mili en aquellos .r donde y se anula, es decir, aún si x = 0. Entonces 
las curvas C dadas por 


u = 0 e U 




k. ,r d- í 

^itisfaeen las condicionas requeridas. 


. con íi. si k r + c 0. 


5 2 Ecuación de Riccati. 


Uua ecuación de Riccat i es una ecuación diferencie] de primer orden que se puede 
expresar en la forma 

t/ = r/i(.r) + q 2 {r)y + q A {r)y 2 . 

■ Nótese que si y :; (.r) = (.). la ecuación se convierte en mía ecuación lineal, cuya 
solución ya se conoce si las funciones q, son con! tunas en {a h).) 


A contiiuiíM ióm probaremos que si en un intervalo / C (é h}- //; {■>■) es una solución 
dr la ecuación ti* Riccati antes mencionada, entonces todas las soluciones de ílieha 
- nación tales que y{x) ^ pata todo .r en í . son do la forma 


Ai = .Vi ('*') + 


1 


c(.r) 


siendo e(;r) solución de la ecuación lineal 

r' = — (<Í2(■'") + %!(.r)?q(.r))r - </ 3 (.r). 

Demost r ac ión. 

i) Sea y una solución de la ecuación de Riccati, 

1 


Nó>tesc que r(.r) = 


y — ¡■ti + [y - íh ) = m + 

l 


jj{.r) - iq(j-) 

H — lh (■*’) + 


{y - yi)~ l 
7= (J. por lo que se obtiene! 
1 


r(.rj 


’lj. Riccati. filósofo y matemático italianoí Llj7fi-1 TJÍ4). 
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y entonces sólo faltaría probar que r(;r) satisface la ecuación lineal antes 
mencionada. Pero 


¿> = 


V' - VÍ 


(y - i/i ) 2 

2 («l + qnj + mr - qi - qiyi - <ml) 


{y - y\) 

7 ( ( iÁy-vi)+q*{y 2 ~vl)) 

(72 + qw{y + vi)) 


v - Vi 


i 


= -V ^r/2 + g a ^Vl + - + Vi 

- ~v(qi+ ' 2 <teyi) - <r.i- 


i 

ii) Recíprocamente, se debe probar que y = ¿q (x) H—— (siendo e(.r) solución 

de la ecuación lineal antes mencionada) es solución de la ecuación de Riecati. 
Note que se cumplen las siguientes igualdades que se usarán en lo (pie sigue 


1 


1 


- = y-yu v - *- 

v y - vi 


® y’ = »í - 75 • 


Como 


v' = -(<?2 + 2g 3 Vt)^ “ 73 

se obtiene la siguiente cadena de igualdades 


—c 


_?/ 

c 

“ ,y/ (:v — Vi) = 
- vi ) 2 = 


= ÍV2 + 2%jíi)u + Va 

= 72 + 2g : -¡;¡.q + — = 72 4 7 . 31/1 + — 4 73 Vi 

í? V 

= 72 4 V3.V1 + 73 (y — Vi) 4 

= 72 4 V3ÍV+ Vi) 

72 (,V “ Vi) 4 V:i(v" - vf) 

72.(3/ — vi) + <?. 3 C?y~ - v?) 


V - Vi 


y = 


72(y - Vi) + 73ir - Vi) 
71 + 72 y 4 7317 2 * 


Y entonces #y es solución de la ecuación de Riecati, como se quería probar. 


fSO 

4 
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Nota. No es aconsejable rnemorizar la fórmula de la solución de una ecuación 
Riccati. Lo que sí' recomienda es deducirla en cachi caso, como se hace en los 
-U! t ient.es ejemplos. 

Ejemplos. 

a) Resolver la ecuación y' x = — -— y +■ ij 2 r . 

x 


Solución Esta es una ecuación de Riccati, ya que sí' puede escribir en la 
forma 

4 1 


// = - -y - - y + y 2 - 

X~ X 


2 


Notando que ¡q = — es solución, se pueden obtener otras soluciones de la 

x 

fornia 

2 1 

y — —i—- 

X V 

y entonces, derivando respecto de x . se tiene 


r 


4 1/2 1 


.r 2 te 
Desarndlando resulta 


- --y; - - “ + “ + - + - 


X- 


X \X V 


:í i 


X V 




V 2 


XV V 


,2 


que conduce a la ecuación lineal de primer orden 

, 3 

c y + - v = -1. 


Multiplicando ambos miembros por }¡{x) = c 1 ; fÍJ - i.r'b resulta 

a: V + 3a*v - -x n 

(x \-)' = 




Como por otro lado 


.r 4 

—- + c , con c en JR 
4 

x c 

— T d-^ ■ 

4 x A 


-1 
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se obtiene' 


que conduce a 


-i 


ti 


1 


ti 


x C 


X c 

~4 + ^ 


— . con c en IR 


definirla para todo x I) tal que —— + ^ 0. 


En consecuencia son soluciones de la ecuación dada la ultima función obte¬ 
nida e tfi(x) = 2/.r. Nótese que yi no se puede obtener dando a r ningún 
valor real. 

b) Resolver el problema del ejemplo anterior anterior sujeto a la condición inicial 

y(-l) = -Í 


Solución. Para que se cumplan las hipótesis del teorema de Picard (o de 
Peano), debe ser .r ^ 0. Como el punto ( — 1, —1) está en el seiniplano x < lí, 
se tomará este soiuiplaiio para asegurar la existencia de solución. Es obvio 
2 

que yi (¿r) = — no es solución pues no verifica la condición inicial, por lo que 

se debe determinar r en el ejemplo anterior para que se cumpla y( — 1) —1. 

es decir. 

1 


-l = -2+-. 


W 


o sea c ~ — y cu consecuencia 
4 




para todo x < 0, 


es la única solución del problema en un intervalo abierto /. centrado en -1 
V contenido en el semieje x < 0. 


Ejercicios del capítulo 6. 

1. Resolver. 

(a) ,?V + y 2 - X V 

(b) v% A +^ 2 -i- y(o) = ^ 

(12 


f 
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. v r 

(c) d.r + 2J- dtj = y fóc dy 

(d) y' = 2,r- + -y - 2y 2 

(e) .r-y 4- <r = xy. y( L) = 1 (Ver (a)) 

ffj // = 2,r 2 + ~y -2y 2 , y(l) =2 (Vér (d)) 

( g ) ,/ +(1 + 2 ^)» + »* 

Sean o y 6 constantes positivas y sea o solución tle t/ = ay — by 2 . ;</(()) = y^. 
Demuestre que 

si í/q 0. entonces lina d(,r) = 

si í/(i = 0, entonces lim oí .r) — 0; 

¡r—oc 

si /y (í < 0, entonces o lio está acotada. 
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/■ t 


Capítulo 7 

Ecuaciones de variables separables 

Ecuaciones de variables separables. 
Ejercicios del capítulo 7 
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función. Se dice que una EDO de primer orden os scpamble o que tiene varia- 
> sv.¡Mmhlv.H si se puede llevar a la forma h\y)dy = <¡{;r)dx. 

observa (pie una ecuación separable puede escribirse como 

M.v) í/í-0 = ;/(•*)• 

i if = o(.r) es una solución de esta ecuación, se debo cumplir 

h(Q(.r)) #\.r) = g(x) , 

e integrando ambos miembros respecto de x resulta 

j /í(éÍ;r)W(í)fír + n= j e)dx + co ■ con 01.02 en El. 

Pero como dy ~ ó'(x)dx. se tú 1 ríe, llamando c = <y> — ci 


j h(y)dy = j g{x) d. 


x + c, con e en Jfl. 


La última ecuación permitirá, resolviendo ambas integrales, obtener una familia 
unípara!liótrica de soluciones, la mal generalmente queda expresada en forma 
nplícita. 

Ejemplo. 

a) Resolver la ecuac ión ¡/ = ¿\fy (ver ejemplo i) capítulo 1). 

Solución. La ecuación toma la forma. 

dy r 

t = J ’vy- 

dx 

Se observa que y = Ó es solución. En los intervalos donde y(x) > 0 

l 


—- dy = x dx 

s 


(¡7 
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que es una ecuación separable. Entonces resolviendo 


/!=/' 


dx + c 


se tiene 


x 2 c 


\/y=j + i 


> 0 . 


pues y(x) > 0. 


En este caso sí; puede; obtener una forma explícita de estas soluciones ya que 
al despejar resulta 

/ ,r 2 c\ 2 x 2 v 

V = í — + 2 ) » r- € M, si — + g > 0 ■ 


Llamando k = — , se t iene que 


-($♦*) 


sí H - A' 0 é 

4 


Pero es fácil ver que esta familia satisface la ecuación diferencial dada aún 


;r- 


si /y se anula (es decir, si — + k = 0). Entonces se obtienen las soluciones 


// = 0 e y = r— + k 


si — -t- Jfc > 0. 11] 

4 


Nota. Observe que el problema y f = .í ^ , -y(0) — 0. tiene, además de la solución 
¡I = 0. infinitas soluciones dadas por 


0. si x < a 

y — <( (x 2 — a 2 ) 2 con a > 0. 

1 -——-—. si x > a 

lfi 


f) 1 1 

Observe que -—-(.r v /y) = —xy~i no es continua en (0,0), (Ver figura 7.1) 
ay 2 


Nota. En muchas ocasiones es útil reescnbir las constantes en forma conveniente, 
reemplazando múltiplos o combinaciones de constantes por una sola constante, 

1 1 1Note que aunque y = ( ~ t A‘É está definida pura todo x, no es solución de la ecuación dada 
si ¿ + k < 0, 


f>8 
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i 



Figura 7.1 


tuno lo hicimos en el ejemplo a). Fu futuros problemas se hará uso de este hecho 
frecuentemente. 

Ejemplos. 

b) Encontrar las trayectorias ortogonales de la. familia de parábolas 

y = k x 2 , k e R. 


Solución. En el ejemplo de la sección 2.2 se vio que este problema se reduce 
a resolver la ecuación 


x dx + 2 y dy ~ 0 „ si .r 0 . 


es decir que. si x 0 


2 y dy 
j 2 y dy = j —x d:> 


= —x d. 


r + c 


u 

2 ¡r + x 2 


x~ 

-J ' '• 

r. siendo r = 2c. 


Como se notó en el ejemplo de la sección 2.2, la recta de ecuación x = íl 
es ortogonal a todas las parábolas de la familia, y entonces las trayectorias 
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ortogonales de la familia dada son 

,r = 0 y 2 y 2 + r" = r , con r € SI, 


c) Resol ver la ecuación y — 


, y !J- i 


1 + r 2 


Solución. En los intervalos donde y{x} # 1 la ecuación so escribe como 

dtf = . 1 „ dx , 


y - i " 1 + r 2 

e integrando se obtiene 

In \¿f — 11 = aretg x + r ■ con r en J?. 
Tomando exponencial a ambos miembros resulta 

j(/— l| — e mí e r . eou r en í?. 


es decir. 


o sea 


y — 1 — (±. e') e'‘ lf . con c en IR. 


y = lti' . ron k en . si y(x) 4 1 ■ 

Pero es fácil verificar que las condiciones k 7 = 0 e y[x} ^ 1 son .superfinas. Se 
obtiene entonces 


!/ 


= l + k e mv1 ^' . con k en jR. 


?/ - 1 


d) Resolver el problema y = ^ ^ 5 . t/(3) = 1. 

Solución. En el ejemplo e) si' vio que y = 1 es solución de la ecuación 
diferencial, y como esta solución cumple eon la eoudición inicial, y = 1 es la 
única solución, 

y — 1 

e) Resolver el problema y 


- 77 


1 + .r 


- . //(O) = 0 . en el intervalo (—— -) 


Solución. Nuevamente, volviendo al ejemplo r), basta con determinar k de 
modo que se satisfaga la condición inicial, es decir, 


{) 


= 1 + k e""*» 0 =l + fc. 


ri) 




$ 








www.elsolucionario.net 


i 




y entonces k = -1. lo cual implica que una solución del problema dado os 

y = 1 — c lLI<r '^ ,í ' , para todo .¡r en í?, 

que os tínica en algún intervalo abierto que contiene al íl. pues se cumplen 
las hipótesis del teorema de Picaril. 


f) Resolver la ecuación 


,r sen .r e » dx — y el y = 0. 

Solución. Multíplú ando por e" la ecuación se transforma en 


.r sen r d.r = y d.y 


v entonces 


I x sen x <ir = j y e y di/ + r , 

Si se usa integración por partos en ambos miembros resulta que 


—x eos x + sen j: — y e^ — t'P + <■ . con c en Fi, 
son soluciones fie la ecuación, dadas en forma implícita. 


Nota. Una EDO de la forma t/ = f(n.r+hy+r). ron h 0. puede siempre reducirse 
i una ecuación de variables separables por medio de la sustitución V = (2;r + f>;y + t\ 
ya que 


du 

dJ' 


a+bf(u) 


dy 

a 4- h — — a + fr. J {w) 
ax 


dx. 


Ejemplos, 

g) Resolver la ecuación y = [x + y) 2 . 


Solución. Si se hace ti = ,r + y. se tiene que 


dada se transforma en 



dy 

dJ’ 


— -1. v la ecuación 

dx 
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O HCíi 


dtt 


u 2 + 1 


= di¬ 


que es una ecuación de variables separables. Por lo Tanto 

arctg u — x + c 
arctg (j- + y) — jr + c. 


y entonces 

!) - —Jt + tg (x + e) , si cos(.r + c) 0. 

es una familia ele soluciones de la ecuación dada. 

li) Resolver el problema y = (.r + y)^ - y( 0 ) = 1 . 

Solución. Las condiciones riel teorema de Picard (o de Peano) se cumplen 
para todo de W{~. Por ello debe existir un intervalo abierto 1 centrado 

en 0. en el cual no puede existir más que una solución del problema. Deter¬ 
minando c en el ejemplo anterior para que se cumpla ;y(0) = 1. se obtiene 

7T 

que 1 — t .g e, y entonces c = — + k tt, con k variando en los enteros, por lo 


que 


y = (x + j + fe *) = + tfí (•»■ + ■ 


los valores más cercanos al cero para lo* cuales esta función no está definida 

3/i i 1 » . 

son-— y —, por lo que 

4 4 


y — — x -t- t 


E ( x+ i) 


SiT 7 T. 


es solución del problema en el intervalo J = (—- 7), y es la única solución 
del problema raí un intervalo abierto /, centrarlo en cero y contenido en el 
intervalo J. 


Ejercicios del capítulo 7. 

1. Resolver. 

(a) dx = (.tt — 2) sen / di 

(b) sen Sx dx + eos 2 y dy — 0, y ( —) = 0 
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(c) ~ = .£?/( 1 + ;/ 2 ) >, ;y(0) — 1 


(d) y' = 


2y+l 
y - 3 


(e) 2 sen y eos ,r + eos y sen r dy = O 

(f) (:r 2 y - y)dx 4- (x 2 - 2 yx 2 )dy = O 

(g) (e x + 1 )¡/ —y - ye* 

(h) ./ = (J + y 2 )(&r 3 -l) 

(i) y'+ i = 2, ;V (0) - 1 

y 

2 . Para cada una de las siguientes familias hallar la familia ortogonal. 
(Sugerencia: consulte capítulo 2, ejercido 2.) 


(a) y = c sen x 

(b) y = | 


(<=) y- 


rx 


(1 + x) 


(d) y-y = I 

3. Resolver — y(a—b ln //) si o. y b son constantes. Analice el comportamiento 
de las soluciones cuando t —* +oq. 


4 . Ocho mil estudiantes de la USB deciden permanecer en el campus hasta 
ser informados de los resultados de una encuesta. Al cabo de una hora del 
anuncio, 108 estudiantes conocen la noticia. Si se acepta que la rapidez con 
que una información se propaga en una población fija es en cada instante 
directamente proporcional tanto al numero de personas que la conocen corno 
al número de aquéllas fine la desconocen, ¿cuándo se calcula que 4000 estu¬ 
diantes conocerán los resultados de la encuesta? 

(Nota: al comienzo del proceso hay un individuo que conoce los resultados 
de la encuesta.) 


5 . Resolver. 


(a) 

(b) 


¡/ = cos(,r + y + 1)/(1 - cos(.r + y + 1)) 
1 


V = 


\/■'*' + if 


, 1/(0) = 1 
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6 . Resolver </ = {y — <i)(.y — b) según sen a = fe, n. ^ h, 

7 . Un hombre que parte del origen se mueve en la dirección positiva del eje ./• 
arrastrando un peso. El peso está imeiaimente ubicado cu ( 0 .«), y la cuerda 
que se utiliza para arrastrarlo es de longitud constante .s. (Se supone que en 
todo instante la cuerda se mantiene tensa), Halle la ecuación de la curva que 
describe el peso. 
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Capítulo 8 

Ecuaciones homogéneas de primer orden 

Ecuaciones homogéneas de primer orden. 
Ejercicios del capítulo 8 
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Definición. Una EDO de primer orden y 1 — f(x.y) se llama homogénea cuando 
. i fundón / satisface la propiedad f(txjy) = f(x.y). para todo t 0. 


Es fácil verificar que una EDO es homogénea si. y sólo si. la ecuación se puede 
llevar a la forma y' = F (^ — j , si .r ü. 

Por ejemplo la ecuación diferencial 


x dy - (y + ;re* + 2 x)dx = 0 


- homogénea pues 


t _ dy _ y + /P 1 + 2a: y 

,y dx x 


= ^ + e« + 2 = F , si .r^O. 


siendo F(v) = i? + e' 1 -f- 2. 


El procedimiento que sigue indica una manera de resolver este tipo de ecuaciones. 
Se observa que si y' = P 0 , y se hace el cambio y — vx. resulta (al considerar 
como una función de a;) 


y por lo tanto 



dy 

dJ' 


dv 

™ X — + u 

dx 


dx dv 

x F(v) — v 


que es una ecuaeiém de variables separables cuya solución estará dada en forma 
implícita r(.r, e) = 0. Si se reemplaza nuevamente ¡\ la solución de la ecuación 

>riginal estará dada implícitamente por ó | -j = 0. 


Nota. No memorice estas fórmulas: sólo recuerde el cambio y = v x. 
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Ejemplo. 


a) 


Hallar las trayectorias ortogonales de la familia T de las circunferencias de 
ecuación x ' 2 + y 2 = 2 ay, con a mi número real no nulo. 


Solución. Si se deriva la ecuación dada respecto de x se tiene 


2 x + 2 yy’ = 2 mj 


que multiplicada por y da 

2 xy + 2 y 2 y = 2 u.yy f = {x 2 + y 2 )y ! 

y entonces 

2xy = ^ 2 ~ y2 ^ 

es la ecuación diferencial para T. Por lo tanto, la ecuación diferencial para 
las trayectorias ortogonales de T es 


0 d,T, 2 

= ~Ty U 



Entonces, en todo intervalo donde xy{x) ^ 0. 


(j</-T) 2 ~ 1 

2 (y/x) 


tjue es una ecuaciíSn homogénea. 
Con el cambio y = vx se obtiene 


y entonces 


es decir, 


, dv 

y = j- ® + c, 
a.r 


t/n 

— x + v = 
í/j' 


c 2 - 1 

2u 


3 


r¿r 2 c 


la |rj + = — ln |1 4- •e 2 | = I11 (1 4- v 2 ) * 
|^¡e c = (l + i ; 2 )- 1 
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0 


k x = —-r . con k real no nulo. 

■r 2 + i} 2 

Por lo tanto, si .ry(.r) 4 1 0 . 

,r k{x 2 4- ). con k real no nulo. 

Poro os fácil ver que la condición xy{x) 0 os superfina. 

Por otro lado, la rect a do ecuación x = 0 os ortogonal a todas las curvas de 
la familia, ya que corta a éstas en los puntos (0,0) y (0, 2o), en los cuales las 
curvas de T tienen pendiente cero. 

Resumiendo lo anterior se deduce que 


;r = k(x~ + y 2 ) . con k en M. 
son trayectorias ortogonales de la familia J T. (Ver figuras 8.1). 



Figura 8.1 

En algunos casos una sustitución c onveniente 1 convierte una EDO de primer orden 
en una ecuación homogénea. Un caso interesante es la ecuación 


/ _ r f tii + a 2? + y \ 
\ b\ + iaí 1 + b ¿ y ) 
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con , b.¿ números reales, (62,63) # (0,0). 
Si (Vzki — «36 2 0 , se hace 


a — + j4 , ^ = y + B 


o sea 


x = u — A , y — z — B, 


- , dy dz 

Entonces y = — = —. Luego se determinan A y B de modo que al reemplazar 
x e y en la ecuación dada se obtenga 


dz 

du 


= f 


Ü2U + íi.v 
b '2 a + 63* 


que es una ecuación homogénea. 

Si «263 — a»62 = 0 y sí 1 hace la sustitución antes mencionarla, el sistema que se 
obtiene para determinar A y B de modo que la ecuación diferencial se convierta 
en una homogénea en u y z podría ser incompatible, de modo que dicho cambio 110 
servirá. Pero en este caso se tiene que los vectores {(i2,a$) y (62.63) son paralelos, 
y entonces, como (62,63) ^ 0 , existe k tal que üj — kb 2 y as = kb ¿. Por lo tanto 
la ecuación diferencial se escribe 


y' = / 


¿ti + k(b 2 .r + byy) 


61 + 62 :r + b-xy 
Si se hace la sustitución u> = b 2 x + byy se tiene 


, > / , /ai + k 

~ j ~ — 62 + 631/ - 62 + 63/ í —- 

dx V 61 + u> 


o, equivalentemente. 


dx = 




62 + 63/ 


«•i + hu 


\ 61 + id j 

que es una ecuación diferencial de variables separables. 

Ejemplos. 

b) Resolver la ecuación i¡ — ' - —— , con u ~ x — 4 U. 

y - .r - 4 


1 El caso en que (62,63) = ( 0 . ü) ya fue considerado en la nota que precede aJ ejemplo g) del 
capítulo 7 
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Solución. Haciendo el cambio u = ,r + , 4 . z = y + B. resulta 

ífc _ (n - A) + fe - i?) - 2 _ a 

dti (* - B) ~ (u — . 4 ) - 4 ít - it+ A - B — 4 ' 

Habrá que determinar A y B de modo que 

í -4 4 * B + 2 = O 
\ A - B - 4 = O . 

Resolviendo este sistema de ec uaciones so tiene . 4=1 y B = — 3 . es decir 
ü = r + 1 . t — y — 3 . y entonces, corno 


f dy dz 

y = = 

d.r da 

la ecuación diferencial dada se convierte en la siguiente ecuación 

dz u 4 - z 
du z — u 

pues - u A O, ya que y — x — 4 ^ 0 . Entonces 

d" 1 “b ~ 

jj 

_ = _, u*Q, 

a 

que es una ecuación homogénea. Haciendo z = eu. se tiene 

dz dv 

^r^" +v - 


v entonces 


o. equivalentemente, 


dv 1 4 - v 

— II + V = -- , SI U =3¿ l) 

di ¡. v — 1 


dv I 4 - 2 r — v 2 

— u =-. si u A 0. 

di t v — 1 


Por lo tanto 


v — 1 du . , ■ . .y J 

—y dv = — . si u A 0 v 1 + 2 e — ir 0 

u 


1 + 2 v - v 4 


[21 


■ Es decir, x ^ — 1 t* y jí (i ± + 1) +■ 3. 
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Integrando se obtiene 

v — 1 


/ 


1 ■+- 2 v — t ' 2 


- d r — ln ¡ y | -b ó, 


con r en AR. 


y la sustitución u> =■ 1 4 - 2 c — C" conduce a 



ln |^1 + c 


es decir. 
Llamando c 


ln |o?| = — 2 (lu | u | H- c) . 
liijoi] , ci ü. y rocín]dazando se obtiene 

ln ’l -+- 2c — c 2 | = —2 ln \ciu\ = ln |r| 7i[~ 2 . 


o sea 

|1 + 2® -i» 2 | = (eiu) -2 = -j-j 

( l u 

i 2 , i\ 2 2 2i ^ 

[w + 2 vu — v u | = "2 

c í 

■ir + 2 vtr — r' 2 u 2 = ^± — = Aa con A' ^ l). 

Corno s — r ti, resulta 

a 2 -I- 2ít?j — ; 2 = A‘, con k jí 0. 

y por lo tanto, volviendo a las variables originales y teniendo en cuenta 
se obtiene 


(.r + 1 )" + 2 (tj — 2 )(,r + 1 ) — (y — 3 ) 2 = k. si j‘ ^ — 1 , 

e (1± V2 )(j- + 1) + 3, para todo k # 0. 

Esto implica que 

,r 2 — 4;r 4- 2.i -y 4- 8 y — y 2 = A\ para todo k ^ 0. 


es una familia de soluciones de la EDO dada, pues se puede verificar que 
aun para aquellos r tales (pie r = —1 ó y = (1 ± \/ 2 )(.r + 1 ) 4 - 3 , la familia 
satisface dicha ecuación diferencial. 


Si se desea obtener una expresión explícita de estas funciones basta con 


expresarla como 


y 2 — y/( 2 :r + 8 ) - (:f 2 — 4 r — k) = 0 . para todo A- 0 . 


r .7 
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y entonces 

y — x + 4 ± v'^-r + 4:/' + 16 - k , para, todo A: ^ ü, 
poro ahora es necesario agregar la condición 2x~ + 4.r + 1 (i — k > í). 

j- -|- y — 2 

c) Resolver el problema y' =- : --, ;y(l) = 0. 

y — x — 4 

Solución- Para que se cumplan las hipótesis del teorema de Picard (o de 
Peano), debe ser y — x — 4 0. Como el punto (1,0) está en el senil plano 

y - x - 4 < 0, se toma cualquier rect ángulo que contenga al punto (1,0) 
y contenido en este semiplano para asegurar la existencia y unicidad de 
solución en un intervalo abierto l contenido en (—4 (i). En el problema del 
ejemplo b) se obtuvo una familia de soluciones de la ecuación 

/ x 4- y — 2 

y --7 ■ 

y — o? — 4 

Habrá que determinar la constante k en dicha familia para encontrar una 
solución que pase por (1.0). y esto se logra haciendo x = 1. y = 0 en la 
solución obtenida en b), os decir, 


0 = 1 4- 4 ± v/2 4- 4 -+- 16 - k . 

Entonces k — —3, por lo que so obtienen dos soluciones 

y = x + 4 ± \/2x 2 + 4,r + 10. 

Pero sólo lina fio ellas satisface la condición inicial y os la correspondiente al 
signo ya que 

0 = 5 ± = 5 ± 5 


se cumplo sólo cuando so toma el signo "-". y entonces 

y = x 4- 4 — \f lx 2 4- 4.r +19 , 

cuyo intervalo de definición es .7 = ÜR, pues 2x 2 + 4:r + 19 > 0 para todo x 
real. 

Nota. En el ejemplo anterior se puede observar que la gráfica de esta solución se 
encuentra en el semiplano y — x - 4 < 0. ya que 

y — x — 4 = — \/2x 2 + 4,r 4- 19 < 0. 

(Ver figura 8.2). 
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Sohjcio’n problemo c) 


Figura 8.2 


n ij i , / Í + í> ; í’ ~ 3vy 

d) Resolver la ecuación i) = -, 

2 + 2 x-y 

Solución. Notar cine en este caso a 2¿>3 - 6(362 = 0, por lo que conviene hacer 
oí cambio a,' = 2 .)■ — y, y entonces 

1 + 3u; _3 — ú; 

dx ~ " Jy 2 + ^ 2 + u; 


2 + 


3 - 


(íu; = r/.r 


que conduce a 


/ 2 + o? 

;r = I - - div + r = — oí — 5 111 ¡3 — j;| + c. si o? 3. 

y 'i 

En consecuencia 

■o = —2x + y - 5 ¡n |3 — 2,r + y\ + c, si 3 - 2;r + y ^ 0, con c en IR. 


v entonces 


3.r — ;y = -r> ln |3 - 2;/’ + íy| + c . con c en IR. 


son soluciones en forma implícita de la ecuación dada, siempre que 
3 — 2r + ¡¡y ^ 0. 
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, h . , . , ,14- G;c — . , 

e) Resolver el problema y — - y{0) = 0, 

2 4 2.r - >j 

Solución. Para que se cumplan las hipótesis del teorema de Picard (o el de 
Peano), dt'be ser 2 2:r — y ^ 0. C'otno eí punto (11.0} está en el seimplniio 

2 4 2 — y > 0. se toma cualquier rectángulo que contenga al punto ((¡.0) 
y contenido (ni este seiniplauo para asegurar la existencia de solución en un 
intervalo abierto I contenido en (-1 1). 

En el problema anterior se obtuvo una familia de soluciones de la ecuación 

, 1 4 f»:r — :j y 

y =---. 

2 + 2.,- - y 

Ahora se debe determinar Inconstante ren dicha familia para encontrar una 
solución (pie cumpla í/(0) =0. es decir. 

(1 = —ñ ln 3 4 r 

r = 5 ln 3, 

Por ello la función dada implícitamente por ?¡.r y = ln 


3 


siempre que 2 — 2.r 4 y 0, es solución del problema dado. 

Ejercicios del capítulo 8. 


12 — 2x 4 ít\ 


1. Demuestre que y' = f(x. y) es una EDO homogénea si, y sólo si, 

y = F . para todo x 0. 

2. Resolver, 

(a) (ó(:ryy) a - </) dx - x dy = 0 , y(l) = 4 

(M (t- 4 y)d.r - f,r - y)dy = 0 
,rr 1 2 4- ir 

P ;/ = ~~ 

(d) (.r 4 y r*' )dx — r e -dy = ti. j/(l) = 0 

(e) T }¡ = p(ln y - hi.r) 

:i. Mediante sustituciones adecuadas transforme cada EDO en una ecuación 
homogénea o separable. 

/ \ f x + y ~ 1 
(») y =-y— 

x — 2y 
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(b) y* = 

(c) = luí J + Ij) ~ ln(.r + y - 1) 


4. 


Dada y' = / 


/ fJ.i + + u?.y \ 

\hi + boJ- + hy J 


. .suponga que la solución del sistema 


f «i + « a ;r + ü'¿y = 0 
4- í?2-í" + = 0 

es (a, 4). Halle una sustitución que convierta la EDÍ) en una de tipo ho¬ 
mogéneo. 

5. Eu cada punto P de una curva C se observa que el ángulo formado entre la 
recta tangente (a C, en P) y el segmento que une P con (-1.0) es constante 

e igual a Si C pasa por el punto (1.1). determine C. 

4 



Saycrcorio : tg (a 4“ 6) — — 1. t.go 


y 

,r 4~ 1 


tg b = 
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Capítulo 9 

Sustituciones 

Sustituciones. 
Ejercicios del capítulo 9 






www.elsolucionario.net 


En capítulos anteriores se vio que en ocasiones es posible, mediante una susti¬ 


tución conveniente, llevar una EDO de primer orden a la forma de algún tipo de 
« nación diferencial cuya resolución ya haya sido estudiada. Si bien en un par de 
casos se dieron reglas para realizar sustit uciones convenientes, no existen pautas 
generales para decidir si alguna sustitución conducirá a la solución de la ecuación 
diferencial. Sin embargo, es recomendable que si una EDO de primer orden no es 
de ninguno de los tipos estudiados, se intente un cambio que la transforme en uno 
de ellos. 

Ejemplos. 



dx x 

Solución, Haciendo la sustitución e = e 2,; resulta 


2y = ln ?; 
di! 



y la ecuación dada se transforma en 


1 dv 

+ t 


ln .r 



x 


o, equivalentemente. 



dx x x 2 

que es de tipo lineal en v, con factor integrante 



Entonces, multiplicando ambos miembros de la ultima ecuación diferencial 


obtenida por x 2 , se tiene 
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x 2 ) = 21n;r 
d.t: 


v x 2 = 2 In.r dx 4- e, 
v por lo tanto las soluciones son 

e 2y x 2 — '2(x In x - x) 4- c, con c en iR. 


o sea 


1. / ln x — 1 c . _ 

y — - ln I 2-h — ) , con c en R . 


2 \ x 

J _ l _ .„2 . ,.2 




b) Resolver la ecuación 2 yy 4* .r + ¿r 4- .r = Ü, 

Solución. Haciendo la sustitución y 2 = i- se tiene 


dx 

dx 


y la ecuación dada se escribe 


d% 

——j- ;c - + z 4" — 1): 

dx 


o sea 


dz 

dx 


4- z = —JT - ;r 


que es de tipo lineal en z, con factor integrante 

p(x) = eJ áx = e x . 

Multiplicando ambos miembros de la última ecuación diferencial por é T re¬ 
sulta 

e J ‘ +e c z = -c x (x 2 + x) 
dx 

¿-{e x z) = -í' J {x 2 + .r) 

e x z = — y e^r 2 + ,r) dx + c, con c en IR< 
e integrando por partes se obtiene 

e x z = -e*(x- -x+l)+c 
z = —x 2 + x — 1 4- c 

En consecuencia 

y 2 4 x 2 — x — l4i.fi" 1 , con c en M. 
son soluciones tic* la ecuación dada, expresadas en forma implícita. 
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c) Resolver la ecuación diferencial ¡/ + 1 = e sen x. 

Solución, Haciendo j: + y — u se tiene 

du , dy f 

t = 1 + / = 1 + y- 

dx dx 

y la ecuación dada se expresa como 

du _ u 
— = e sen x, 
dx 


o sea 


Por lo tanto 


e u dv.= sen xdx. (variables separables) 

e“ = — eos :i: + e, con c en IR 
e (*+y) = _ COfíi7 + r 

e y = e~ x (c - cos.r) 

y entonces las soluciones vienen expresadas en forma explícita por 
y = — x + ln(c — cos.r), si c — eos x > 0. 

d) Resolver la ecuación diferencial x A y 2 y* 4- — 2.r 5 — 3. 

Solución. Mediante la sustitución xy = u se obtiene 

dy du 

dx dx 

du du du u , . ^ 

j- — “ -- y = --. para todo x 0, 

da: dx dx x 

y la ecuación dada se expresa como 
1 du Ti 


9 T 

X ■«“ 1 - , r , 

\xdx x 


— ] + = 2.r* — 3. para todo ,r ^ 0. 


Por lo tanto 


u 2 du = (2x 2 —dx 


siendo esta última de tipo separable, por lo que 


■ ;í 2.r ;í 


¥“T- = r- íh, i l|+c ' 
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y entonces 


V = 



í)ln|.r| A' \ 
¿r 3 ) 


I 

a 


con A: en JR, para todo x 0. 


Ejercicios del capítulo 9. 


l. 




(a) y dx + (1 + y c‘ )dy = 0 

(b) y ' = {x + y) 2 e 3x - .r — — 1 

(c) xy f - y = “C y/-r 

y 

(d) ;y(l + 2.r;y)d;r + :r(l - 2yx)dy = 0 

(e) 2;ry" VJ.r — if' 2 ? 1 d,y = sen 7 : r/.r 


7T 

(f) x( sen y) 7 / + eos ;y = -x 2 e' T . y( 1) = - 

(g) 2a;y fi + nx 2 y n ~ 1 y' = 0 

(h) 2 .jt c/j' + 2j/ dy — -— — - ln ^ dx. i/(l) = 1 

(i) ^ -f e xy 4- xye xy - xe 2xy ^ dx + x 2 e xy dy = 0 , y(l) 

(j) V ! = eos (a; + y) 


ili fi 
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Capítulo 10 

Algunos casos de reducción de orden 

Una ecuación de segundo orden en la que no aparece y. 
Una ecuación de segundo orden en la que no aparece x. 

Ejercicios de! capítulo 10 
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vertir en ecuaciones de primer orden mediante una conveniente sustitución. Son 
particularmente interesantes los siguientes casos. 

10.1 Una ecuación de segundo orden, en la que no aparece y. 

En este caso la ecuación es de la forma F(x, y f „ y !r ) = 0. y haciendo el cambio 
</ = n. la ecuación dada se escribe 



que es una EDO de primer orden cu «(&■). 


Ejemplos. 

a) Resolver la ecuación ,n/ / + i/y ff = 0 . 
Solución. Haciendo y' = it se obtiene 

xii + uu ~ 0 


u! (:c + u) = 0, 


y entonces 


u' = 0 ó v = —x. 


En el primer caso resulta 


y = u = c i 


y = C\ x + 02 . 


En el segundo caso se tiene 
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Se deduce entonces 


x- 


y — cix + C 2 ó y = —— + c, ci,C 2 ,c en IR. 

Jmi 

ti) Resolver la ecuación xy ft + y 1 + :r 2 = 0, si {) < x < oc. 

Solución. Haciendo y f = v se tiene 

xv f *f v + ;r 2 =0 

v' + - = -x. 
x 

que es una ecuación lineal ríe primer orden con factor integrante fi(x) = 
por lo que 

xy* — xv = / x(—x)dx + c = — — 4- ci , con tq en IR. 
y entonces se tiene una ecuación de variables separables 


( 2 

4 


C\ 


dy= ( - — + — j dx 


cuya solución es 


.3 


y = — — + C\ ln x + C 2 , con C \. en IR. 
y 


c) Resolver la ecuación y" — 2x(t/) 2 . 

Solución. Note que y = k es solución para todo k de IR. Haciendo y 1 
resulta 

du „ 7 

— = 2 xu 2 . 
dx 


= u 


v entonces 


= 2.Í 1 dx, si u ^ 0 
a~ 


—u 1 — x 2 + ci, con í'i en 1?, si íj ^ 0. 
De esto se deduce rpie si y’ =¿ 0 

—{ 7/) -1 = x 2 4- c , con k,c en IR. 

De la última ecuación resulta 

1 




x ¿ + c 
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que lleva a una do las siguientes ecuaciones 

1 . , 1 


y = 


3 ° v 


x 2 + ct ' .r J - ch 


o y — 


con ci. c .2 reales no nulos, dependiendo de que 

c > 0 ó c < 0 ó c = U. 


Integrando resulta 


y 

y 

y 


- —-arctg + ki ó 


~ r -2 


lu 


X - ( '2 

X + r 2 


+ k-2 ó 


1 . 

— + £':í* 
X 



con cj. co, Aq. ky. Aq números reales. y c-y no nulos. Entonces las solucioues 
obtenidas son las tres ultimas funciones, más y = k. 


10.2 Una ecuación de segundo orden en la que no aparece x. 


En este caso la ecuación os de la forma F(?y. ¿¡/> i/ y ) = 0, y haciendo el cambio 


,’ = z se tiene 



Reemplazando // por *, y n por 
. leí tipo 


dz 

dz 

dy 


dz dy _ dz 

— — ] ** " 
dy dx dy 

z, la ecuación original se Transforma en una 


4-*-£ 

que es una EDO de primer orden en z{y). 



Ejemplos. 

a) Resolver la ecuación y" + 2y(y f ) 3 = 0. 
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Solución, Note que y = k os solución para cualquier k de IR. Con el 
sugerido la ecuación dada se expresa como 


y entonces, si z 0. 


es decir. 


y por lo tanto 


(IZ i 

— 3 + 2yz 3 = 0, 
ay 


= -2 ydy t 


i 2 

-= -y 2 + C U 


= r “Ci, si y ' 0. 

y 


De la última ecuación se deduce 


{y 2 ~ r-\)dy = dx , si ;yV ü. 


y entonces 

y A 

— — Cyy = .t + C 2 e y = fe. con Ci, c 2 , k en Jí. 
son soluciones de la ecuación diferencial dada. 


b) Resolver x"(t) = — x(i). 


Solución, Mediante la sustitución z = ,r f se obtiene 

u _ d.x 1 _ dx' dx dz dx dz 

dt dx dt dx dt dx 


La ecuación dada se escribe entonces corno 

dz 



por lo que 


z dz = 

,2 _ 


—x dx 
-x 2 4- c 


dx 

dt 


± Ve - x 2 
±y/c — x 2 


cambio 
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t 


dx 


\í<- ~ íT 

/ ,T’ '' 


= ±df 


arcsen 


fv, 

.V 


= ±(/ + fe) 


— ± sen ( t. + k) 

= ±( sen A' eos t + eos k sen f). 


Por lo tanto 

x = a eos t + b sen f . ron o y 6 en i??, 
es solución de la ecuación dada. 


Ejercicios del capítulo 10. 


L 


(a) 


+ (y*) 

(b) 

y" + y f = x 

(c) 

y" yf 

= .r 

(d) 

y 2 y" 

= ./ 

C c) 

y” + 

i 

(¡>0* 


= 0 
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Capítulo 1 1 

Método de aproximaciones sucesivas 

de Picard 

Método de aproximaciones sucesivas de Picard. 
Ejercicios del capítulo 1 1 
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rimadamente ac> hay 1111 a formula o método aplicable a torios los casos, cuando la 



problema ¿/ = f(:r, y), y(xo) — yo . cuando se cumplan las hipótesis del teorema 



dada en términos de funciones elementales. La idea del método de Picard se basa 
tn la demostración del teorema de Pieard, que daremos a continuación, aunque 
sin justificar rodos los pasos. 

Idea de la demostración del teorema de Picard, (Sólo existencia; ver enun¬ 
ciado en el capítulo 4.) 

Primeramente se verá que y — o(;r) es solución del problema dado si y sólo si 




4>(x) = í f(t,o{t))dt + c. 


Pero como ó(j’o) = Vo- debe ser r = yo, y entonces 
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Recíprocamente, si o(.r;) está definida por (*), por ser el integrando continuo re¬ 
sulta. por el teorema fundamental del cálculo, 

= fíx.ó(x)) 

y obviamente ) = y { ). por lo que y - o{x) es solución del problema. 

Por lo que se acaba de probar, es suficiente entonces demostrar que existe una 
función y = d>(x) que satisface la ecuación integral (*}. en un abierto 7 centrado 
en j; 0 . Para ello se- comienza eligiendo la función <£>o(.r) = yu, que obviamente 
cumplí? con la condición inicial, aunque en general lio es solución del problema. 
Sustituyendo ó(t) por óu(f). el miembro derecho de (*) define una nueva función 
que se escribe 

= güd- / 

* / Xí'j 


Siinilarmeutc se define 


02 ( -i -) = Vú + I f (i • Q 1C 0 )dt 1 


y on general 


= y 0 + I f(t.0 n (t))dt, » = 1,2,3,... 
J ;'Pr> 


Nótese (iue cada o¡(x) satisface la condición inicial, pero en general no es solución 
de la ecuación diferencial // = f{x, y). Bajo las hipótesis del teorema os posible de¬ 
mostrar que la sucesión {ó,, } converge a una función continua ó(;r) en un intervalo 
abierto 7 centrado en y contenido en n < :r < b , es decir, 

p{,c) = y u -y lim / f{t,ú u (t))dt, para todo j: en 7. 

■n^oc / 

Aceptando que, bajo las hipótesis del teorema, es posible intercambiar las opera¬ 
ciones de límite e integración, se tiene 


= yo + / lim f{t. 0 n {t))dt< para todo x en L 
•Aro >l ~ 


Como por h quite sis / es continua, se cumple 


o{.r) = jf./o + 


/ /(«, lii 

/ a-* 

'■ ' t-Lü 


b lim 0 n (t)}dt. para todo j’ en 7, 


oc 


v entonces 


) = ya + / f(t.á(t))dt. para todo x en 7, 
•Aro 
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k> que prueba que ó(.r) es solución de {*) y por lo tanto también del problema 


/ = f(j\ y), y(.co) = y 0 , para x en L 

Resumiendo. El método de aproximaciones sucesivas de Picard para resolver el 
problema y' = /(ü ; , y). y(x o) = yo está dado por la fórmula recursiva 


<Po(¿‘) = yo 





ók(x) ~ i/o + / si k> 1. 


v entonces 


ó(;r) = lim <t> n (x) 


- solución del problema, para todo ;r en un intervalo abierto /, centrado en .Tq. 
Cada áfc(j-) es una aproximación de la solución ó(:?;). 

Ejemplos. 

a) Aplique el método de Picard al problema y' = y 2 + x 2 . y(0) — 1. 

Solución. Las hipótesis del teorema de Picard se cumplen en todo por 
lo que es posible aplicar el método de Picard. notando que f(x, y) = y 2 + x 2 . 


= 1 



'X 


(1 +1 ‘}dt — 1 + .r H—— 

O 



f( 



1 + 



y así su í lesivamente. De esta manera se obtienen aproximaciones sucesivas de 
la solución en puntos cercanos a x-q = 0. Desafortunadamente no es posible 
expresar en este caso el lim ó n (x) como una función dada en términos de 


funciones elementales. 


105 





www.elsolucionario.net 


b) Utilice el método de Ficanl para obtener una aproximación de y (i). 3) si y es 
solución del problema y‘ - y 2 + x 2 , y(0)=l. 

Solución, Se puede aproximar ;í/{ 0, 3) por ó 2 {0.3), ya calculada en el 
ejemplo a). Entonces 

;y(0,3) as ¿» 2 (0,3) = 1 + (0,3) + (0,09) + (0,013) + (0.00135) 

+ (0. 000324) + (0,00000347) 

= 1,3286775. 


c) Aplique el método de Picard al problema y' = y + 1. y(0) = 0. 


Solución. Es posible aplicar el método pues las hipótesis del teorema de 
Picard se cumplen en todo IR 2 , ya que f{x,y) = 1 + y. 


Oo (*■'■) 

Ól(.K) 
ó 2 (.i'i 
Ó:i(x) 
04 (;c) 


= 0 


-j; 

- £ 

■ í( 


1 di = x 


(i + t)df — x + 


X“ 

~2 


. , t 2 \ } x 2 .r 3 




2 


x* 

(í 


4 

24 


ó n (;t:) 


lili- O n (x) 

fi —rÓC, 




X 


,3 


X n 


!C+ y + ¥ +- " + tó 


OG L. 

3T 


E x 

~k\ 


■30 I. 

X K 




3C 

= -! + L 
0 


En este caso fue posible' hallar o(.r) = e r — 1 en forma explícita pues la sori<' 
k:l 


¡ 5 C JU 

.y* n- 


de potencias — representa a la función c j: en 1 = IR. 


o 
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Ejercicios del capítulo IX. 

1 . Utilice el método de Picard para hallar la solución de ios siguientes proble¬ 
mas. 

(a) yf - 2 ,t(1 + £% y(0 ) = 0 

(b) y' = y + x, y{0 ) = 2 

(c) y' = ,y(l) = 3 

(d) y ' = ~ y - ^ = 1 

(e) y ' = y+ e T 1 y(0) = 0 

2 . Se aplica el método de Picard y para cierto k se tiene = 9*+i(a;). ¿Que 

se deduce? 

3. Al aplicar el método de Picard, ¿'.puede ocurrir {pie v>*:+i 3l + 'rk{x)'í 
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Capítulo 12 

Métodos numéricos 

Método de Euler o de la recta tangente. 
Método de los tres términos de la serie de Taylor. 
Método de Runge-Kutta. Ejercicios del capítulo 1 2 
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Recordemos lo dicho en el capítulo 3: una EDO de primer orden no siem¬ 
pre tiene solución, pero aún cuando la tenga, a veces os imposible encontrar una 
fórmula explícita de la misma en términos de funciones elementales. 

En este capítulo se estudiarán algunos métodos numéricos que permiten conocer 
valores aproximados de la solución del problema 

y' = fU-.y)- vU‘ o) = vo 


en puntos dados. 

Un método numérico para resolver el problema mencionado más arriba, es un 
procedimiento con el cual se obtienen valores aproximados ya. ¿fi,..., y n < ■ ■ ■ de la 
solución en puntos .iq, < < . .. < x n < . .. mediante el uso de una fórmula de 

aproximación. Estos métodos son muy útiles con la ayuda de una computadora 
por la rapidez con que se efectúan los cómputos necesarios, siempre que se cuente 
con el programa del método numérico que se va a utilizar. Por supuesto que es 
lógico hacerse algunas preguntas, tales como 

I) ¿Será cierto que si la distancia entre los puntos jq.-rg... tiende a cero, 

los valores -se aproximan más a los verdaderos valores de la 

solución, o(.r i), (p(.r 2 ), ó(x :i )—? 

II) Teniendo en cuenta que los valores y, son aproximaciones de los verdaderos 
valores Q\ (.r¿) y que además en el cálculo efectivo de los sí 1 hace redondeo 
debido a la limitación en el número ele dígitos, ¿cuál será el error cometido 
por estas causas? 

Al lector interesado en contestarse estas preguntas se le sugiere consultar la bi¬ 
bliografía. ya que aquí nos limitaremos a exponer las fórmulas de algunos métodos 
numéricos, sin estudiar los problemas I y II. 

Se comenzará por introducir la notación que se utilizará en lo que sigue. 

Se llamará y — ó(x) a la solución verdadera del problema 

y = y($o) = Mi- 
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Se supondrá que dado h real fijo, los Xi se obtienen así 

■id = .r () ■+- h 

• r 2 ~ x’i + h = ,tq + 2h 

■*'«■+1 = + h = j-o + (/¡ + 1 )h 


Para cada n se indicará con y n al valor aproximado de <P(x n ) que se obtiene jau¬ 
la fórmula del método numérico. 

Se observa que si bien <p(x u ) = y Q , en general <p(x n ) ¿ y n si n > 1. Entonces 

¿'(*o) = f(-XQ,<¡>(x o)) = 

pero 

^ (*^n) f ('f-m (Pi&n)) /('í'tn J/n)j SÍ 71 ^ 1. 

Eti general jf y n ) es un valor aproximado de tf/(x n ) y se denotará 

Un = /(*«■ ¿/n)- 

12.1 Méto do de Euler o de la recta tangente. 

Como ^(xq) — f{xQ,yo) es la pendiente de la recta tangente a la solución del 
problema en (xq, yo), la ecuación de dicha recta esta dada por 

!J = Vo + f(x o, yo){x - .í-uJ- 

Un valor aproximado de .se puede obtener haciendo x = x\ en la ecuación 
anterior, es decir, 

yi = yo + /(?o, i/o)(^i - ;t 0 ). 

Si se tiene en cuenta que y{ = /(.Ti, y i) es un valor aproximado de ), la recta 
tangente a la solución en el punto (,/q, ó(-t'i)) se puede aproximar por la recta de 
pendiente y\ - f{xi,yi) que pasa por (;i;i. ¿q). cuya ecuación es 

V = Vi + - jti). 

Repitiendo el procedimiento anterior, un valor aproximado y 2 de ¿(x?) se puede 
obtener haciendo x = x 2 en la última ecuación, es decir, 

V 2 = Vi + f(xi, yi)(x 2 -jti). 

|J lL. Euler, matemático suizo (1707-1783). 
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En general se tendrá 

Un +1 “ Un “I - j * Un) (^’n+l 

y como — x„ = h. se obtiene la fórmula de Euler 

Vn+ 1 = Vil + h J'UnUUn) = Un + h ¡4 , 
donde x n — .r 0 + n h y n. — 0,1. 2_ 

El procedimiento consiste pues en construir, en n pasos, una poligonal trazando 
en cada punto (x ni y n ) una recta de pendiente f(x n ,y r) ), siendo éste un valor 
aproximado de f(x n . Ó[x n )). (Ver Figura 12.1) 



Ejemplos. 

a) Utilizar el método de Euler para obtener una aproximación de y( 0,3) usando 
h = 0 . 1 en el problema y' = x 1 + y 2 , y(0) = 1 . 

Solución. ,r 0 = 0. = 0,1, % = 0,2. .r 3 = 0, 3, 

— yo 4- /{^o> yi))h = 1 + (U + 1)(0,1) = 1,1 

= yi + f(vi/Ui)h = 1,1 + ({0, l) 2 + (1,1) 2 }(0,1) = 1.222 

= V2 + f{x 2 ,V2)h = 1,222 + (( 0 , 2) 2 + ( 1 , 222 ) 2 )( 0 , 1 ) = 1,3753284 


Vi 

U2 

y 3 
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Compare coa el valor obtenido en el ejemplo b) del capítulo 11. 

b) Utilizar el método de Euler para obtener una aproximación de y(l. 5) usando 
h . — 0, 1 en el problema 


y =2m, ,y(i) = 1- 


Solución. Ante todo nótese que es fácil resolver este problema por el método 

de variables separables y que la solución es y = o J 1 . Por este motivo será 
posible comparar los valores aproximados y¡ de la solución con los verdaderos 
valores p(.r¿). 


X(> = 1. ./‘i = 1.1. j ’2 = 1,2. efe. 


V i 
V2 

m 

Va 


<Jú + f(xo*yo)k 
Vi + f(xuyi)h 
y2 + f(x 2- í/2}^ 
y* + y?>)h 

" '.r 4 , y 4 )k 


>i = 


= VA + f( 


1 + 2 ( 0 , 1 )= 12 
12 + [2(1.1)(12)](0,1) = 1,464 
1,464 + [2 (12) (1464) ] (0,1) = 1 £1536 
1,81536 + [2(13) (181536)](0.1) = 22873536 
22873536 + [2{1,4)(22873536)](0,1) 


Si se tabulan los valores, junto con los verdaderos valores de la solución en 
los puntos ,r¿, es posible calcular el error cometido, y se obtiene la t abla 12,1 
(donde los valores están redondeados a cuatro cifras decimales). 



Un 

valor real 

error 

1,00 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

1.10 

1.2000 

1.2337 

0.0337 

1.20 

1,4640 

1,5527 

0.0887 

1.30 

1,8154 

1,9937 

0.1784 

1.40 

2.2874 

2.6117 

0,3244 

1,50 

2,9278 

3,4904 

0,5625 


Tabla 12.1 
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12.2 Método de los tres términos de la serie de Taylor- 2 L 

Sea y = ó(x) la solución del problema y/ = f{.r\ y), y{xa) = i/o- Recuerde que de 
acuerdo con la fórmula de Tavlor con residuo 


,\A 


4>(x) = ó(a) + #'(<0 ~ jy ~ + ó" ( a -) ^ -- ^ ■ ■ 

con c entre x y a. Si en particular se Lace a — x n , ;r = + /*. entonces 

¡V 


¿(a«+i) = ó(-r n + h) = ó(.í' n ) + ó'(x n )h + 4- —, 

y un valor aproximado de ó(x n +i) se obtiene eliminando el residuo, es decir, 

lt~ 

(¡>{x n +l) ~ <♦>(*«) + ^{X n )ll + ■ 

Por ser y — 0(x) solución se cumple 

(p f (x) = /(.T, Ó{.í‘)), 

y resulta 

</>"{*) - (/(>, 0(.t))}' = ~ { f(x,4>(x))) . 

Por ello es natural tornar como una aproximación de ó"(.r n ) a 

Vn = (/(' r ' ¿í*))/ (^'nt Vn) = ^ (/{*■, ©(*))) fe !Jn)- 

Entonces, reemplazando por ¡/n ' en la expresión de la aproximación de 

tí>(;T n +i), se obtiene la fórmula recursiva de Tavlor 

h 2 

Vn+ 1 Vn T -{/». ^ d" ,y ?l i U — O, 1, 2,.. . 

Ejemplo. Utilice el método de los ti'es términos de Tavlor para obtener una apro¬ 
ximación de ;y(l, 5) usando h = O,'! en el problema ¡/ = 2,ry, y( 1) = 1. 

Solución. Como y' — f(x, y) = 2 xy, se tiene 

y” — 2 y + 2x]/ — 2 y -f- 2x2 xy 

Vn = /fe i/n) = 2,r n y« 

Vn = -Un T ‘^x, i y )¡ 2x n = 2y n (1 4- ’2x n ). 


l 2 l 13. Taylor, matemático inglés (1685-1731). 
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Al aplicar la fórmula i ocursiva do Taylor obtenida, resulta 

í¡“ fOll 2 

ih - ya + j i x h + y¡¡ — = 1 + 2(0,1 } + 2(2 + = 153 

/i 2 

y-2 — ui + y\h + Vi — 

= 123 + |2(1.1)(1Í3)](0J)+ [2(133H2(lJ) a + 1)]^14 
= 1542666 

m = 1,542666 + [2{ 13) (1542666)] (0,1) 

+ [2(1542666) (2(1:2) 3 + 1)]^^— 

= 1.9727612. 

La tabla 12.2 reúne los valores obtenidos, redondeados a cuatro cifras decimales. 


4-n 

y y 3 

valor real 

error 

1,00 

1.0000 

1,0000 

0,0000 

1,10 

1.2300 

1.2337 

0,0037 

1,20 

1.5427 

1,5527 

0,0100 

1.30 

1,9728 

1.9937 

0.0210 

1,40 

2,5721 

2,6117 

0.0396 

1,50 

3.4188 

3,4904 

(1,0715 


Tabla 12.2 


Nota. Se puede observar que la fórmula del método de Euler de las tangentes 
también pudo haber sido obtenida de la fórmula de Taylor con residuo, truncando 
en el segundo término y reemplazando o ií! (.r fj ) por yn\ 


12.3 Método de Runge-Kutta^. 

El método de los tres términos de Taylor presenta la dificultad de que requiere 
del cálculo de y su posterior evaluación en ,r n , lo cual puede ser, en algunos 

casos, largo y engorroso. Si en el método de Taylor se consideraran más de tres 
términos, los valores obtenidos serían, probablemente, más exactos, pero habría 
que calcular no sólo p"(r), sino ). P i 4 ) (.t), etc, lo que complicaría mucho la 

i 'lt.t P unge (1850-1927) y W . Kutta (1867-1944), matemáticos alemanes. 
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Ilición del problema, E3 método de Runge-KuUa da una fórmula en la cual no 
rerviene el cálculo de derivadas, sino combinaciones de valores de /(.r. y) en 
uitos adecuados, para obtener aproximaciones tan buenas de la solución en el 
unto J'n+i como las que se obtendrían con el polinomio de Tavlor de orden cuatro 
ado por 

0($n) + o'Un)h + Q ,f {x n ) y + 0 ,r, {x ñ )^ + ■ 

Las fórmulas de Rimge-Kutta están dadas por 


deudo 


ün-\- 1 — Un. + ^7 {ky H + ~k n ., + -^n; { + K¡ j ) 


k n ] 
A’.tj.,, 


= f(Xn,yn) 

r ( h h , 

— ,/ [ -t’-fp 4" ■> Un 4" k n ! 


4 “ 


,( h h. 

j I ->’rt 4“ ^ . ¡Jn + c n-n-2 

4- h . ,ij v + h A: n3 ). 


Observe que k Hí es una aproximación de la pendiente de la solución en x n ; k n , ¿ es 
una aproximación de la pendiente de la solución en el punto medio del intervalo 
x n < x < x n+ 1 , usando la fórmula de Eider: k n¡l es una segunda aproximación de 
dicha pendiente en el punto medio: y por último k as es una aproximación de la 
pendiente en el punto 

La popularidad del método de RungoKutta queda justificada por su mayor exacti¬ 
tud respecto de los otros métodos mencionados, y porque los cálculos que involucra 
son tan simples que pueden ser realizados rápidamente por una computadora si la 
función / no es muy complicada. Nótese que si / no dependí' de y, el cálculo de 
los k Ut se simplifica notablemente, resultando en este caso 

fc«j. = f{Xn)i ^r >2 ~ ‘ / 4“ —^ • k ni = j (x n 4~ /(), 

y la fórmula de Runge-Kutta se reduce, en este casa particular, a 


h 

V n +1 — tjn 4” g 


f{xn) + 4/ í x n + - ) + f(x n + h ) 
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Cabe destacar que en este caso, si a = Xq y b = .v s , entonces 

A: 4- ~ h j + f{%k 4- h) j = J> +1 — l)k) 

¿ ' * ír=0 

= \h ~ yo » <i>(x a ) - <ft(Xo) 

= ó(b) - 4>{á) 

r b 

= / f(x)dx , 

J a 

que se reducé a la conocida regla de Simpson para el cálculo aproximado de 



Ejemplo, Utilice el método ríe Runge-Kutta para obtener una aproximación de 
;/(l.5) usando /) = 0,1 en el problema y' = 2 xy. y(l) = 1. 

Solución, 



■M-l 


Es (íM+4f 


k=0 


k M = /(1,1) = 2 

602 = f ^ r n + 7^; yo + 2^ ÍJt ) = ^ 

= 231 

603 = / ^- r o 4 -■ yo 4- — A;o 2^) = 2 ^1 + -(0,1)^ ^1 4- “(0 1 l)(231)y 

= 234255 

k(M = fU -o + /í-i yo + h kw) 

= 2(1 + 0.1)(1 + (0,1) (2342-55)) = 2.715361 

Por lo tanto 

yi = yo ■+■ T-f^oi 4" 2 A.‘o 2 4- 2 /<‘o3 + Aiqj) = 12336744. 
b 

Similannente se calculan y 2 *ita- etc y so obtiene la tabla 12.3, con valores redondea¬ 
dos a cuatro cifras decimales. 

Es interesante comparar las tablas obtenidas según los distintos métodos para el 
mismo problema ¡/ = 2 xy. y( 1) = 1 y observar que las mejores aproximaciones se 
obtuvieron con el de Rimge-Kutta. 
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> t 


J m , n 

Vn 

valor real 

error 

LOO 

1,0000 

1,0000 

0.0000 

LIO 

1,2337 

] ,2337 

0,0000 

1.20 

i — 

c\ 

uT 

r ——| 

1,5627 

0.0000 

1.30 

13)937 

1.9937 

0,0000 

1.40 

2,6116 

24Í1J7 

0,0001 

1,50 

3,4902 

3.4904 

0.0001 


Tablfi 12.,{ 


Nota. Los tros métodos tratados caí este capítulo son iterativos pues cada valor 
.<7,1 + 1 se calcula a partir de valores obt enidos en el paso anterior. Recalcamos que en 
ellos se obtienen valores aproximados de* la función solución en puntos especificados. 
Eti cambio ti método de Picare! da aproximaciones sucesivas de la función solución 
en un entonto del punto j.‘q. 


Ejercidos del capítulo 12. 


1. Sea oj solución de la EDO dada. Utilice el método de Euler para hallar valores 
aproximados de 0(0. 1). 0(0,2). 0(0.3). 0(0,4). (Tome h — 0.1). Cuando 
sea posible, halle o y compare los verdaderos valores con los obtenidos (con¬ 
serve cuatro dígitos en wu# cálculos). 


(a) t/ = 2y — 1 , i/(0) = 1 

(b) y' = i - x + 2 y , y( 0) = 1 

(c) y' = x 2 + y 2 , jty(O) - 1 


2 . 


Resuelva ci ejercicio 1 utilizando el método de 
para aproximar 0(0.1), 0(0,2). 0(0.3) (tome h 


los tres términos de* Taylor 

= 0 , 1 ). 


3, Utilice el método de los tres términos ele Taylor (con h = 0.1) para aproximar 
0(0. 3), siendo o solución de i/ = (;r + y — l) 2 , y{ 0) = 2. 

4. Utilice h = 0, 2 en el método de Rimge-Kuita para calcular un valor aproxi¬ 
mado ele 0(0, 2) siendo ó solución de y' = 1 + 4;y — :r . y( 0) = 1. 
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Ejercicios de recapitulación, capítulos 1—12. 

1 . i) Halle el campo direecioiial. indicando las isoclinas. Dibuje. 

ii) Resuelva luego cada EDO, dibujando la familia de soluciones. Compare 
con i). 

(*) í/ = 

y 

(b) ¿/ = .i- - y 

(c) y ' = r 

(d) y f = sen ¡7 

(e) y' = e'-* 

2 . Halle infinitas soluciones en (—oc 00 ) para 3 / = v' 7 ! - /A 3 /( 0 ) — 0 . 

¡ 5 . Para 1 / = .y 2 , //(O) = L halle el máximo rectángulo donde se garantiza 
la validez del teorema de Picarcl. Encuentre luego solución del problema e 
indique el intervalo donde está definida. 

4. /Puede aplicarse el teorema de Picarcl si tf = —, t/(0) = O * 7 

x 

¿Existe solución de este problema? 

fj. ¿Existe solución de ry' 4 - y = 1 , y (tí) — 2 ? (ó'uyererícfi/: no resuelva la 
ecuación.) 

0 . Resuelva cada ejercido utilizando el procedimiento que Ud. considere más 
apropiado. Exprese la solución explícitamente 1 cuando sea posible, especifi¬ 
cando el intervalo de definición. Asegúrese de no perder soluciones con el 
procedimiento elegido. 

(a) .ry' = y + \/x 2 - ¡r , y( 1 ) = 0 

(b) xyy' ^ j - 2 + ib / 2 

(c) {x + y)y f = 1 

(d) y"x + '¿y 1 = 4,r 

(«) yy" = S(y') 2 

(f) = {z + y') 2 

(g) V dx - x dy - i/d.y 
(li) y 1 = 1 + x 2 + y 2 - 2xy 

(i) y' = xy + 2x - 2 y - 4, y( 0 ) = -6 
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0) ni* + f>// = 3 jt , ,y(l) = -J 

(k) (1 + ,r 2 ) y* = >rtj + ■ri : r , ¿/(O) = 1 

(l) i/ = 2:r- + - y - 2// 2 . /;(!) = 1 

7. Siendo a y ¿ constantes, explique por qué la familia y = o e 6+, ‘’ satisface 
una EDO rio primer orden. 


8 . Suponga que el crecimiento de una cierra población P(f) de conejos se rige 
por 

dP 

— = (P 2 - dP . PÍO) = P Q 
df 


siendo : c constante positiva (tasa de nacimientos) 
d constante positiva (tasa di 1 defunciones). 

Pruebe que la población crece explosivamente o está en peligro de extinción. 

[Suyenmcia: si a — resulta P' = cP{P — a ). Resuélvala según sea Pq > a, 
Pu < a. El caso P (t = a no tiene interés.) 


9. Un cuerpo de masa m se aproxima a la Tierra en caída vertical: sobre él se 
ejerce una fuerza fp; debida a la gravedad y otra Fr ascendente, debida a la 
resistencia del aire. Suponga que Fr es proporcional a la velocidad r{t) en 
cada instante. 


(a) Halle una EDO satisfecha por r(t). 

(b) Calcule lim e(f). 

t — + OC 

(c) ¿Qué se concluyó? 

(Suymrnrin: r ( , = r( 0 ), y(f) indica la distancia a la Tierra en el instante 
t. Como r < 0 , se tendrá 

Fa — 9 j - Fr = —k v j con h > 0 . 

La tuerza resultante es (—m y — k Utilice la segunda Ley de 

New ton.) 

10, Halle' una EDO satisfecha por la familia u 2 (.r — b) 2 = ay 2 — 1. 

11 . Considere la familia P dada i>or y = are sen (ce -7 ). r € IR. Halle la familia 
ortogonal a T. 
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Autoevaluación, capítulos 1-12. 


1 . Sea T la familia representada por eos y = cv~ £ . 
ortogonal a T. 


<■ € 1R + . Halle la familia 


2 . Resuelva, 

í,\ t y 2 +■ 2x v 
Ud y = 


x 2 


(b) ;/ = —— 

;r + y- 

(c) xy f + 4;/ = x 4 y 2 , y( 1) = ] 

id) y' - ~x ~ 2 - yx~ l + y 2 . .j; > (} 

■*. Considere la ecuación y = r¡/ + (j/ j^ 


(a) Existe un haz de rectas que la satisfacen. Halle tal haz. 

(b) Además existe una parábola que la satis fací'. Hállela. 

Dibuje todo lo obtenido y explique. 

4. Resolver 2.r dx + dy = (x + ,r 2 + y) 2 dx, y(0 ) = l 
{Sugerencia: torne u = x 2 + y.) 

■5. Considere la EDO 

y' = I),/]] , f/(—1) = 0 . 

(a) Halle dos soluciones del problema, 
ib') Explique por qué no hay unicidad. 

(c) En (—oc oo). ¿cuántas soluciones no nulas existen? 


6 . Sea T la familia de las circunferencias que tienen centro en la recta y — x. y 
que pasan por ( 0 , 0 ). 

(a) Halle una EDO para F . 

(b) Halle la familia ortogonal. 

(e) Llegue a la misma conclusión sin resolver ninguna EDO. 

7. Resuelva }/ = y — 2 . £/{()) = 0 utilizando el método de Picaril. 

8 . Suponga que una gota esférica de lluvia so evapora y que la velocidad con que 
su radio disminuye es proporcional al área de su superficie, en cada instante. 
Suponga que originalmente el radio era de 3 mm v que transcurrida una 
hora es de 2 mm . 
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i 


(a) Encuentre una expresión, que no dependa de la constante de propor¬ 
cionalidad k . para el radio de la gota, en cada instante. 

(b) ¿En qué momento el radio medirá - mm ? (Nota: la superficie do una 
estera de radio r es 4 tt r 2 .) 
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Capítulo 13 

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 

de primer orden 

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer arden. 
Introducción y terminología. Ejercicios del capítulo 1 3 
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- r 


En capítulos anteriores se estudiaron métodos para resolver una ecuación dife- 
’iictal. En la práctica. sin embargo, pueden presentarse problemas en los que sea 
t t esaría la resolución simultánea de varias ecuaciones, cada una de las cuales 
•atiene a su vez derivadas de varias funciones Un problema de este tipo se 

Ó mía un sistema de ecuaciones diferenciales. En este texto se realizará el estudio 
> una. ciase especial de estos sistemas, que se define a continuación. 


Definición. Un sistema de n ve une/.aves diferenciales lin-mlcs de primer orden 
{SEDL) es un sistema de la forma 


'U (0 = a 11 í 0<i‘i (t ) + ,.. + a i „ (f ).í’,i (t) + gi ( t) 
■'^(í) = (U.Í'i(í) + ■ - - + tl2re(0j ; n(0 + <J'2 ( t ) 



x' n (t) = a„i(ií);ri(f) + ■ ■ ■ + a, ifH (í)aq r (0 + íhA*) 

donde u¡¡, (j, y ,v¿ son fundones a valores reales, con dominio en un intervalo 
-dáerto 1. 


Definición Una solución de un SEDE como el (*) es un conjunto de n funciones 
/i(fj, ..., f n (/), derivadles. tales que 

/({/) = «n(f)/i(fj + . . . + + Ül(t) 

f-2 A) ~ + * • - + 02n{t)fn{t) + f-hif) 


/«(O = «í)l(U/l (0 + ■ ■ * + a un(t)f n (t) + flnU ) • 

para todo i perteneciente a algún intervalo .7 C /. 

Para simplificar la escritura, es conveniente expresar el sistema (*) en forma ma- 
tricial, Asé, si se utiliza la notación 
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*i {n \ 


/ «n(0 rti2.(*) ■ ^ 


■‘‘2 (t) 


«21 (0 «22(0 a 2n (t) 

X(f) = 

: 

; A(t) = 

; ; ; 


^ J 


\ «ni(0 ««2(0 ... a nn (t) / 



d(0 \ 


/ Si (0 \ 


4(<) 


¿/2(0 

X’(t) = 


: G(t) = 



'v ><(0 ) 


\ 9n(t) J 

i problema (*) se puede escribir en 1¡ 

fi forma 



X'(t) = A(t)X(tI + G(t) . 

y mía solución de (*) está dada por mía función vectorial 

/ fi(t) \ 

Ai t) \ 

m = . 

\ /n(t) / 

si F'(t) — A(t)F(t) 4- G(t). para todo f en un intervalo .7 C I. 


Nota. En lo que sigue, para simplificar aún más la escritura, utilizaremos la forma 
matricial de (*), y a menudo omitiremos la variable /, es decir, lo escribiremos en 


la forma X' = AX + G . Resolver un SEDL significa hallar todos los posibles F\t) 
tales que F' — AF + G. 


Definición, Se dice que el sistema (*) es homogéneo si g¡(t) = í), para todo fe/ 
y para todo i — 1,2, — n (es decir, si <5(0 = 0).1 1 J 


Definición. Un SEDL X' = AX + G sujeto a la condición 


X(t 0 ) = B = 


( h \ 
\ i J 


' 1 'Aquí el término "homogéneo” no tiene ninguna relación con la definición de EDO homogénea 
de primer orden estudiada en el capítulo 8. 
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con bj 6 jR, so llama mi problema rie valor inicial. La condición X (*o) = B H( ' 
denomina condición inicial 


Ejemplos. 

a) 


J — 

1 - 

6.7! 

+ 

tx 2 

+ sen t 
1 

J „ 

2 " 

t 2 X 1 

+ 

( lnip'2 + i :i x: 

1 + f-1 

J _ 

■3 — 

í‘l 

+ 

5;í‘2 


(0 1 

) ó en 

(1 

oc) , siendo 



íi t O 

A(t) = [ t 2 luí P 

1 5 O 


G(t) = 


b) 


, 2 1 / 

= 7*1 - 7*3 + ^ 

*2 = 7*1 - 7*2 + 2 


/ son t \ 
1 

t ~ 1 

u / 


-f 


con i > 0. es un SEDL no homogéneo, y 

m = 


-í - t lni — ^f 2 + y - 2 
A ó * 


<2 3 


-finí -í" + - -3 
V 2 f 


es una solución del mismo, como se puede verificar fácilmente. 

c) El sistema del ejemplo b), con la condición adicional ;ri(l) = —17/6, £ 2 ( 1 ) = 
—5/2, es un problema de valor inicial, y se puede comprobar fácilmente que 


P(t) = 


1 4 o 

-t — thit — -f 2 — 2 

—t — 1 111 t — t 2 — 3 
9 


es solución del mismo. 


d) 


2 

1 

“ 7 ,Tl 

— —Xn 

t 

3 

2 

= -íCi 

— -,r 2 

/ 

t 


131 








www.elsolucionario.net 


con t > 0, es un SEDL homogéneo, y es fá< íl verificar que 


Q(t) = H t 



I 



1 

3 


son soluciones del misino, para todo rq. en en K\. Más aún, se verá más 
adelanto que éstas son todas las soluciones del sistema dado. 


Nota. Cuando una matriz M = .1/(7} tenga todas sus componentes continuas 
en un intervalo /. se dirá que M es cnutiiiva en i . Si M tiene todas sus 
componentes derivahíos en I se dirá que 3/ es drñvahU en / . 


En los siguientes capítulos se utilizarán los hechos enunciados a continuación, cuyas 
demostraciones se dejan como problemas para ser resueltos por el lector. 


1) Sean F y H deriva bles en un intervalo I C IR . r en IR y K en IR n . 
Entonces 

i) (F(t) + H(t)Y = F'(t) + H'(t) . para todo fe/: 

ii) (rF(l)Y = rF'U) , para todo / £ / : 

iii) \J{f}hY = / y (f)A , para todo I £ I . si f es una función a valores reales 
deriva lile en I , 


L / 



1 

M 

\ ' l 'x ) 

í Xi : 1 



2) Sea U n 


i) U n es un espacio vectorial sobre IR , euvo elemento neutro es 

( Hi V 

Ó = , : 

\ ^ rl / 

tal que H¡(t) = (i . para todo t € I y jaira todo / = 1 ,. .. . n . 
h) Sea A = A[f. ) continua en / . Entonces el conjunto 


V A = { X € U„ ■ X' = AX } 

es un subcspacio de U 7I . 

El siguiente teorema muestra que para resolver un sistema X' — AX + G es 
suficiente hallar todas las soluciones del sistema homogéneo X f = AX y ana 
solución de la ecuación del sistema dado. 
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Teorema: Sea X p una solución del sistema A ry = ,4A -t- O. Entonces Y os solución 
do X' = AX \-G si. y sólo .si. 1 - .Y /, 4- X p . ron X¡, solución del sistema homogéneo 

X* = AX. 


Demostración. 

(=^J 

A(Y-X P ) = AY-AX. + C-G = (AY+G)-(AX P + G) = Y’-X* p = {Y-X^. 

—i' 

(Nótese que so usó que V y A’,, son soluciones riel sistema no homogéneo. y los 
problemas 1 ) y 2) antes enunciados.) Pero (V" - X fl Y — .4(Y - X v ) implica que 
Xh. = Y — X p es solución riel sistema homogéneo A' = AX. De donde se deduce 
que Y ■ X¡, + X p . con Xh solución del sistema homogéneo. 

Y* = (Xh + X it y = X f h + X' t > = AX), + {AX p + G) = A(X h + X p ) + G = AY+ G. 

(Nótese que se usó (pie X¡. y X /t son soluciones del sistema .homogéneo y del no 
homogéneo, respectivamente, y los problemas 11 y 2 ) mitos enunciados.) Por lo 
anterior resulta que Y = X¡ t + X p es solución del sistema no homogéneo. □ 


Ejemplo. 

e) Em el ejemplo d) se afirmó que todas las soluciones riel sistema homogéneo 

2 1 


se obtienen de 


Xh[t) = ('{t 


7 ,ri 

x- 


2 

7* 1 

— — .Yo 

t 

i \ 

i / 

i 

H- r*o — i 

~t l 


si se hateen variar ei y rg en fíí . Pero también se vio (ejemplo c)) que 
una solución riel sistema no homogéneo 


, 2 1 

■'‘i = T^l - T' r 2 + 


'1 ' 


,r.> = -;n — -.?■? 

“ t 1 - 


es 


h- 


a:„(/) = 


t luf — — 2 

: ;i 

3 

-t — t\ut —1~ — h 
\ 9 









www.elsolucionario.net 


Por el teorema demostrarlo antes se deduce que todas las soluciones del 
sistema no homogéneo son 


Y(t) = Cl t ( j 




con C] y r -2 variando en IR. 


Ejercicios del capítulo 13. 


1. Halle las constantes a. h. <■ para que las siguientes sean soluciones del sistema 
correspondiente. 



e' + b 


2 


* ; X* = 


1 1 
4 1 


1 

o 

-l 


- j t 



+ c { t i e 
f 


21 


0 2 2 

; X' = [ 2 0 2 | .V 

2 2 0 


2 . Sean A y B constantes, con A £ ]R nxn y B £ IR” . Sea Z(t) solución 
del problema 

X' = AX + G . X(0) = B . 

con G £ IR” . Considere Y(t) = Z(t — tu) , para todo t . Pruebe que Y 
es solución do 

X' = AX + G . X{t 0 ) = B . 


3 . Resuelva. 
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(e) X* - 

(Sugerencia: en cada ejercido resuelva una eiuarión y reemplace luego cu 
la(s) otra(s).) 

4. Transformar cada sistema en uno equivalente de la forma X' = AX + G. 


(¡>) 


T ;i‘i — &2 4-.ro = t 

x\ + :ríj 4- 2.r¿ = 0 


C>. Sea A" = 


■r i 

X-2 


solución del problema 


X 1 = 


2 1 
2 1 


AT + 


0 

1 




Halle x 2 — .i.'i . {Sugeitncia: calcule (x 2 — x-i)' , Note que no se 1 le 
resolver el sistema.) 
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Capítulo 14 

Algunos problemas que conducen 
a un sistema de ecuaciones 
diferenciales lineales 

Mezclado. Redes eléctricas 
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14.1 Mezclado. 


Ejemplo. So tienen dos tanques A\ y .4 2 El Tanque A\ tiene (>() litros de una 
solución de agua y sal. que contiene 25 gramos do sal di sueltos, y el tanque A 2 
tiene 50 litros de agua pura, En el tanque A\ entra una solución, que contiene 
2 gramos de sal por litro, a una velocidad de 5 l/min , Del Ai al A 2 pasa, 
la mezcla a una velocidad de 4 ¡/mu) . y del A 2 al Ai pasa la mezcla a una 
velocidad de 1 l/min . Adenirís. del tanque A 2 sale mezcla al exterior a una 
velocidad de 3 l/min . Hallar la cantidad de sal en Ai y A 2 en cada instante 
f, suponiendo que la solución se mantiene homogéneamente mezclada durante el 
proceso (ver figura 14.1). 


mezclo 

mezclo 


5l/min 

11/min 


—O 1 















Al 


a 2 




— c> 


— O 






mezclo 

mezclo 


4 l/min 

3L/min | 


Figura 14.1 


Solución. Sea la cantidad (en gramos) de sal en el tanque A¡ después de 

/ minutos de haber comenzado a bombear. Entonces la rapidez de cambio de la 
cantidad de sal en el tanque Ai es 

/ rapidez con que \ / rapidez con que \ 

gj(/) = I entra la sal J — ( sale la sal J , i = 1 . 2 , 

\ en el tanque A, J \ del tanque A; J 
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Nótese que si bien la cantidad de solución permanece constante en el tanque A¿. 
en el tanque Al se acumula liquidó con una rapidez de (ó - 4) Ifmht = 2 t/nmi. 
Por lo tanto, después de t minutos hay ((>() + 2t) litros de solución en el tanque 
Ai . De esto se deduce que 


(t) - 

{ 2 g:¡l){TÚ¡min) + ^ 9i' 

r j (lí/7 nin) 

| i = 

[L - 



V W) + 2í / 


(At/min) 


o sea. 




;H> = 


> 1 

I + 777-^2 4" ló 


4ü + r 
2 

4(1+ t 


j'i 


(¡0 

1 

Tr> 




Escrito en forma matricial resulta 

o 


X f = 


1 \ 

60 

1 

40 + / ~~ 15 i 


40 + t 
2 


X + 


10 

0 


. / > o . 


—V— 

Ai o 


G(t) 


Entonces, resolviendo el problema de valor inicial 


X , = AX+C . X(ú) = 


25 

0 


se obtendrá X[t). 


14.2 Redes eléctricas. 

Ejemplo. Considere la red eléctrica fie la figura 14.2. 

Sean q(0 bi corriente que circula por la rama B 2 A 2 A\ B\ , 

i.‘¿(t) la corriente que circula por la rama Bi¡3> , 

la corriente que circula poi' la rama B\C ]('nB > . 

Hallar ( q.(í). k — 1.2.4. en cada instante t. 

Solución. En cada malla de la red eléctrica se puede aplicar la segunda ley de 
KirchhofF (como se hizo cu la sección 2 . 8 } y entonces se tiene que la suma de 
las caídas de voltaje a través de cada uno de los componentes fie cada malla 
considerada a continuación es igual al voltaje E(f) : para la malla . 4 ii 3 i¿? 2 - 42 - 4 i 
se tiene 


14(1 
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Figura 14.2 


. , di o . , 

t i ^?1 + L\ —— + í-2Í?-2 = £(0 . 
di 

mientras (pie pura la malla A¡_B 1 C 1 C 2 B 2 A 2 A 1 resulta 

h¡h + L 2 '^-= E(t) . 

di 

Pero por la primera lev de Kirchhoíf se sabe que 


ii{t) = *2(0 + bi(0 

por lo que las ecuaciones diferenciales obtenidas anteriormente pueblen ser reescri¬ 
tas como sigue: 

L]—4- B 1 di = E(t) 


L 

l2 !í + 


lí [i 2 “I - Ft 1 / 3 — ■F(f) 


y si se dan las condiciones iniciales naturales / 2 ( 0 ) = 0 = * 3 ( 0 ). todo se reduce a 
resolver un problema de valores inicíales. 
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Capítulo 15 

Teorema de existencia y unicidad 

Teorema de existencia y unicidad. Consecuencias, 
Ejercicios del capítulo 1 5 
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." c 


En los capítulos 4 y 5 so trató la existí Mida y unicidad de solución de im 
problema con condición inicial de la forma 

]í = fU. 1 /J . = m . 

A continuación st' presentara un teorema análogo al del capítulo ó. re Erente a la 
existencia y unicidad de solución de un problema con con ilición inicial de la forma 

X f = AX + G , X{tf¿) = B . 

Se omite su demostración, pues ésta requiere de conocimientos que escapan a los 
objetivos de este texto. 


Teorema 1. Si .4 = A(f) y G = G f t ) son continuas en un intervalo abierto / 
que contiene a < entonces existe una única solución Y(f) deñnida en I , del 
problema 

X 1 = AX + G . X(t a ) = B . 


Este teorema será de gran utilidad para probar algunos hechos fundamentales en 
la teoría que siguí', como por ejemplo la determinación de la independencia lineal 
de soluciones de un sistema homogéneo X* = _4A\ que es, como so verá, ele suma 
importancia en la resolución del mismo. 


Nota. Recuerde que un subeon junto de vectores {ój.e m } de un espacio vecto¬ 

rial V’ sobre un cuerpo $\ (— !R ó il\ = C ) sí' dice Imoalmante mdfijmndiente 
si 

C’i Ci + C 2 V 2 + . . , + C m V m = (I . con (‘i e 


implica que 


í’i = í’2 = ... = f :y„ = Ó , 


Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si no es linealmente indepen¬ 
diente. 


En particular, si V = U n = { X : X : I —* lR n }, y si { Áfi . X rn } 


es 
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un subconjimto de U n Jim-a luiente independiente. se dice que { Ad,-■■- X rn } es 
Irnealmente rndeptíidienft sobre I . En lo que sigue, las abreviaturas l.i. y l.d. 
indicarán respectivamente linealmcute independiente y línealmente dependiente. 


Teorema 2. Sean X\ .A*.- soluciones del sistema homogéneo X' = AX, siendo 

A — A(f) una matriz de nxn continua en un intervalo abierto / y Va el espacio 
de soluciones del sistema. Entonces las siguientes rendiciones son equivalentes: 
i) { X u ...,X k } es l.d. en V 4 . 

Li) Para cada tu en / . { ATi(lto)-’ . .*Xfc(fa) } es l.d. en J?". 
iii) Existe tu en 7 tal que { A\(ój). X^Uu) } es l.d. en Si n . 

Demostración. 

i} ¡i) Por hipótesis existen rq .... ,c k en 11? , lio todos nulos, tales que 

í>y = o • 

i- 1 

Entonces para cualquier t ( , en I se cumple 

k 

'£<,X,(ta) = 5 
1 = 1 

en IR 11 y por consiguiente { X\ (7o),-Ad(ó)) } es l.d. on JR n , ya que los c¡ no 

son todos nulos, 
ü) =$. iii) Trivial, 

iii) ==> i) Por hipótesis existen .sj...., en IR , no todos nulos, tales que 

k 

y ^.Y¿(fp) = 0 ■ 

7 “ 1 

Sí' observa que 2 — s,A., es solución del problema X.’ = .4A'. A'(fn) ~ 0, 

Pero <D también es solución de dicho problema, por lo cual del Teorema i sí' 
deduce que Z = O , es decir, 

X>A-¿=« 

Í=1 

en Va , Como los s¡ no son todos nulos, se desprende que { Ad-.. ■, X k } es l.d. 
cu V.\ . □ 

Nota. Observe que solo en la parte iii) => i) de la demostración anterior se 
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usó que los son soluciones del sisteme. Más aún. es falso que si -Y].A"*. 



1 

i. 

( x '\ 


1 

pertenecen 

J espacio L n = <¡ 


\ *>■) 

: w : I - 



JYi (ío).AV(ío) } es L<1. en IR” para todo t a en 1 (ó pura algún ¿o en 7), 

entonces { X 1 .....AY } es l.d. en U n . Es decir, el teorema anterior es falso si so 

^ "T 1 -► -* 

>mite la hipótesis de (pie Xi .X* son soluciones de X' — A A . como se ve en 

el siguiente ejemplo. 


Ejemplo. 

a) Sean 


*«-(?) >• *»<*>-( I1V 


definidas en IFi. Es claro que { XNbv)- X>(f<q} es Ld. para cualquier h¡ en 
IR . pues si í(> > 0 . 


XA(to) = 


y si ¿o < 0 . 


X 2 (fo) = 


tí 


4 


-*o 

-4 


= Xi(fo) ■ 


= “Ai(¿c) ■ 


Sin embargo, { Xj, X 2 } no es Ld. en U n . pues si lo fuese, existiría mi número 
real c tal que Xi — rX 2 y por lo tanto Xj(t) — eX->(í) para todo t en IR. 
Pero haciendo t = l resultaría e = 1 . y entonces X\{f) — X- 2 (t) para todo t 
en IR. Sin embargo. Xi(— 1 ) = —X 2 (-l) i= X 2 (- 1 ). 

De lo anterior y el Teorema 2 se desprende además que A - ¡ y X 2 no son 
soluciones de ningún sistema .Y' = .4X, con A matriz continua de 2 x 2 . 


Corolario. Sean A’j.AY soluciones del sistema homogéneo X r = AX. siendo 

A — A{i) una matriz de n x n , continua en un intervalo abierto I . Entonces 
las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) { Xi. Xa } es l.i. en Va ■ 

ii) Existe ío en I tal que ( Xi(fo) .. Xa(ío) } es l.i. en JR n . 

iii) Para cada ¿o en I , { Xifbi) .Xjt(^o) } ^ I b en JR n . 

Demostración, Es consecuencia inmediata del Teorema 2 . (Nótese que sólo en la 
parte i) => iii) se usa que cada X, es solución del sistema.) □ 
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Nota. El corolario anterior es falso si se omite la hipótesis de que Xi .A¿ son 

soluciones de X' = .4A'. como se puede comprobar en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo. 

b) Sean 

Ato - ( S ) v = (][]J) 

definidas en IR, Es fácil ver <pie { Ai. A'? } es l.i. en U n . pues si 
ai Ai + 0 , 2 X 2 • entonces para torio t en IR se cumple 

0 = a\f + a 2 t | t | y 0 = — f?if 4 + a 2 \ t | :í . 

En particular, si t = 1 


Ó 


o = c¡i + 0,2 y o = —ni + o.- 2 . 

por lo que «i = «2 — 0- Sin embargo. { A'i(íl). Aó(b) } no es l.i. en IR 2 . 

De lo anterior y del último corolario se desprende además que X\ y X> 
110 son soluciones de ningún sistema X' = AX < con .4 matriz continua de 
2x2, 


Teorema 3. Sea A = A(t) una matriz de n x n . continua en un intervalo 
abierto / . Si { A [ .... A„ } es l.i. en V\ . entonces cada solución Y = T(í) 

del sistema X f — .4A puede expresarse como combinación lineal de A'i- X n , 

es decir, existen r\ . r„ en IR tales que 

i' (í) = í'iAi(f) + ...*+* CnX t) (t) . 


para todo / en I . 

Demostración. Sea Y una solución del sistema dado. Fijado íq en I , el 
corolario del Teorema 2 asegura que { Xi(ó>), ■ ■ ■ 1 Ab^/o) } CK 1-i. en JR'\ y por 
lo tanto base de lR n . Por ello el vector S = E(f t) ) se expresa como combinación 

—r 

lineal de A'i(fo).A J? (fo). es decir. 

fl 

s=]T<! i x l (t u ) . 

i=l 


ron (■} en IR para todo i. 

Considere ahora el problema de valor inieial 

X' = AX , J?(f 0 ) = S . 
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Leí cual Y es claramente solución. Pero 

ti 

z = J2 <.-v 

también es solución de dicho problema, ya que está en \ '\ y Zit \,) — S . Entonces 
por el Teorema 1 se tiene que 

¿=i 

□ 


Consecuencia. De acuerdo con lo obtenido en el reo renta anterior todas las solu¬ 
ciones de un sistema homogéneo X* = AX (con A = A(t) matriz de a x n 
ont.inua en 1 ) se obtienen dando valores a las n constantes c¡ en la expresión 

y = o Xi + ... + e T , A ,¡ , 

siendo { Ab. X n } un subconjunto l.i. de V A . 


Ejemplo. 


c) Probar que 

Xi(t) = e / [ 1 | ; X 2 {t) m e :1 ' í - sen 2t J : X A {f] = e 3# j eos2f J 

\ 1 / \ eos 2 1 ) \ sen 21 j 

soti soluciones del sistema 

10 0 \ 

t) ;i -2 x , 

12 ;i J 



Probar que { Ab- Ab, X¿ } es l.i. y hallar luego la solución general del sistema. 

Solución. El lector puede verificar que Ab. X 2 . V i son soluciones. Por otro 
lado, como A es una matriz constante. .4 es una matriz continua en li. 
Entonces, para ver (pie { Ab. X?. Ab } es l.i., basta con aerificar, por ejemplo, 
(pie { A'i(b). AbfO), A'a(O) } es l.i. en J7?b Pero esto es cierto, pues 


del 


—4 

1 

1 


0 

0 

1 


0 

[ 

o 


= 1 7¿ 0 
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Por ni Teorema 4. la solución general es 


Y 




° \ 

- sen 2/ + c* e 4í 

ros 2/ / 


0 \ 

cos2f 1 

sen 2 1 J 


con c.j en IR. 


Por lo demostrado hasta ahora se ve que para resolver un sistema homogéneo 
X 1 — AX, hasta ron hallar un conjunto de n soluciones l.i.. si A es de n x n . 
Cabe entouees preguntarse si esto es siempre posible, til siguiente t eorema contesta 
esta pregunta, 


Teorema 4. Sea A = A(t) una matriz de n xn , continua en un intervalo abierto 
/ . y sea l A el espado de soluciones de X' = AA . Entonces diin Va — n - 

Demostración. Fijado Iq en / . considere los n problemas de valor inicial 

X e = AX . A(A) =ei (1 < i < i>), 

siendo e, el vector que tiene rodas sus coordenadas iguales a cero a excepción 
de la oesiiua que es 1 . Por el Teorema L cada uno de estos problemas t iene una 

única solución A*. Corno { Xi(t.o )... - , X„(tu) } = { f T i-'A } es l.i. en R’\ por 

el corolario del Teorema 2 se tiene que { .Vi.V,, } es l.i. en VA , y entonces 

el Teorema ;1 asegura (pie { X\ . X,¡ } genera a V.\ ■ Se ha probado así que 

{ Xi . X n } es base de \ ,\ . es decir. que dim Va ~ n. □ 

Definición. Cu conjunto { AA.AA } C VA se llama mnjun f.o fundomental de 

HoljirinnFx si { AA.A ír } es una base de VA ■ 

Definición Sea { Xi . X„ } C V A . Si se denota con (Ai | A 2 j ... |\ X n ) a 

la matriz cuya columna i-ésima es A,, entonces se define el wnmskiano Id de las 
n soladoríes ÁA, ■ ■ AA como 

mXi . Xn) = det ( Xi I X 2 I . .. I Xn ) - 


En la definición anterior se entiende que A — .4(0 es una matriz de n x u . 

Observe que VV(Ai . X n ) es una función a valores reales definida para todo 

/ en I . 

! L i J. M. WrouskL matemático polaco (1778 — 185.8). 
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El siguiente teorema os ele gran utilidad para determinar si un conjunto de solu¬ 
ciones es o no base de V,i . 

Feorema 5^ Sí' a A — ,4(7} uim matriz de n x n . continua en un intervalo abierto 

1 . \ sean A X, t pertenecientes a l t ■ Entonces las siguientes condiciones 
~on equivalentes: 

i) { A'i. X n } es Li. en V A - 

ii) Para cada tu en 7 , U'(.Yi.Y rJ ,)(%) ^ f), 

di) Existe fo en I tal que ÍT'(Xi,-X f; )(í Lh )#0, 

Demostración. 

i ^ ii) Por hipótesis y el corolario del Teorema 2. ( ,Yi(7 ( |).Y,,(/<)) } es l.i. 

>h !R’\ y por lo tanto debe ser det f .Y¡(to) [ X 2 (/n) |_| Xn(to) ) 0. 

ii) ==> iii) Trivial. 

111 i) Por hipóicsis det ( .Yj(7 0 } | X 2 (t u ) | ... f A' r ,(bj) ) # 0, y por lo tanto 
A j (/o).,... A ,, [f í} ) } es l.i, en IR". Equivalentemente, por el corolario del Teo¬ 
rema 2. { AÓ..... X n } es l.i. en V A . □ 

Ejemplos. 

d) i til izar el teorema anterior ¡jara probar que las soluciones en el ejemplo o) 
son linealmeuto independientes. 

Solución, 


W(Xi.X 2 .Xzm = det 


implica, por el Teorema 5. fine las soluciones son linealmenre independientes. 

e) El sistema de una ecuación x f (t) = tx(t) es mía EDO lineal de primer orden, 
cuya solución general es 



i t' J /2 

x = A o ’ 


eon h en IR . 


Eri este t aso. .4(7) = (7) v 


l h x = /■ e* } = gn{ ^ 


} 


J| Si V os un espacio vectorial sobre K ( S\ — Wt 6 S< = €' ) y si { ¿q. v k . } C V, 

g.ü { r;j,,.., v k } deuutará al subespaciu ¡generado por { f|.J*. }. Así. 

gii { vi..... v k } = | £ JLj c-jVi ; cj í- K para 1 < ¿ < Ar j , 


mi 
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por lo que { e f } es base de V 4 y dim l A = 1. Observe que la última 
afirmación también se deduce del leorema 4. ya que .4 es mía matriz de 
I x 1 . continua cu JR. 


f) Es fácil verificar que 


eos/ ó V? f., ( Sen t 

-*«f y ***>“( «**f 


son soluciones de 


Además. 


X* = 


0 1 

-1 0 


A' 


- - . / ros 1) sen f 1 \ , / 1 0 

U'{-Y].A' 3 )((l) = def ( _ seii|) cos() =de, „ ^ 


= 1 7 ¿ 0 


por lo que { Xi - X 2 } es l.i. en V A , siendo 


A = 


0 1 

-1 0 


Entonces, por el Teorema 3. la solución general del sistema A' — AX es 


X{t) = c[ A j (t) + <" 2 A* 2 ( t ) - 


d eos / + í ‘2 sen t. 
-í'i sen t + ro tx>s t 


, con o, en üf? . 


g) E 11 el ejemplo anterior, la única solución del sistema dado que satisface la 
condición inicial X( 0 ) = í ^ J se obtiene corno sigue; 


1 

0 


= X{(\) = 


r.\ eos 0 + f ‘2 sen 0 
—’f '1 sen 0 d- f ’2 cosO 


f'i 

<g 


por lo que rq = 1 , r 2 = 0 y entouccb 

x=( 


eos f 
sen t 


es la solución del problema de valor inicial planteado. 
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Ejercicios del capítulo 15. 


1. Pruebe la independencia lineal de los siguientes conjuntos. 

(a) { sen i , eos i } en (0 tv) 

(b) { e* , c -í } en (a b) 

(c) { sen d eos M } en (-2 a- 2tt) 

™ {(”T' )•(•”?')}«“ <° 


(e) 



t 2 - 1 



en (— 77 2tt) 


(f) f sen t. cosí. 1 } en (a h) 

(Sugerencia.', derive dos veces una combinación lineal igualada a cero.) 

2. ¿Es cierto que el espac io vectorial U t> tiene dimensión n ? 

3. Considere A¡,,. ,, AV en U n y sus primeras componentes a'n(f),. ...-fifc(t). 

Pruebe que si estas últimas son funciones linealmente independientes en 
[a b ) , entonces A'i-A*. son linealíñente independientes. 

4. La recíproca del ejercicio 3 no es válida. Exhiba un coi lira ejemplo (Sugerr/n- 
cia: ver el texto.) 


5. Considere X¡ — 


v m = 


t 2 
2 1 


en (a b) 


(a) Pruebe que { Ai (f),X^(t) } es liiieahnente independiente en (<y b) . 

(b) Calcule det (Ai|Ad)^) . ¿ Se anula para algún i ? 

(<■) Si Á'i,X 3 soluciones de un SEDL X* = AX con A(/) continua en 
{« 6), ¿ qué se puede decir acerca del intervalo (a b) ? 

(d) Encuentre ^4(f) continua en (—oc 0) tal que X L y Ád sean 
soluciones de X f = AX . 


íi. Corno el anterior, con Ai = 


7. Como el anterior, con Aj = 


t 


1 3 


v A 3 = 


y A' 2 ■ 


ry 


t 


J 


6f j “ ” V e 

8. En c ada caso, verifique que las XÁí) dadas 
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i) son soluciones del sistema X f — AX ; 

ii) son linealmente independientes. (Haga esto último de dos maneras di¬ 
ferentes. ) 



*~oc < t < te 


ii. Para cada sistema homogéneo del ejercido 3 del capítulo 13 halle un conjunto 
fundamental de soluciones. 


11). (Este un es un ejercicio, sino una nota importante.) Sea A(t) una matriz de 

n x a continua en 1 . y sean A’iff). X a (t) soluciones de A 7 = AX . 

Llame \\'(f) — M (Ai. X r ¡)(t) . De acucado con el Teorema 5 {ii)<==>(iii) 

se deduce que la función 

W : I —* 


satisface Í 1 ’ = 0 . para todo t . ó ít ?= 0 . j)ara Todo t (o sea. si \\ se 
anula en un punto, se anula en todos). 

11. Con los mismos datos anteriores, resulta W(t) — ke-l n <u .con A- constante 
y n = n (/ i función cont inua. Más aún, ar(t) = suma de los elementos de 
la diagonal principal de A . 

PiueLe estas ¿dinandones siguiendo estos pasos 


(a) Sea A = 


a b \ 

<: d J 


una matriz continua. Si 



entonces 


Verifique que 


IV (0 = 


<‘i A 
O 2 A 2 


O i ió — O-iAj 




aj .1{ 

+ 

ai A] 

f>2 ’h 


O 2 , t 2 
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(b) Use que X'i = AX¡ para reemplazar las derivadas en les tíos determi¬ 
nantes. 

(c) Obtenga W f = nU . siendo o -■ a(f) ■ a(t) + d(f) . 

(d) integre la EDO U" = oTU . 

Nota. La conclusión es válida para todo n > 2 . 

12 . Utilizando el ejercicio 11. concluya (ahora por otro camino) que 
11‘ = 0 ó TU 0 . para todo t \ 

13. En los ejercicios 5. 6 . 7 verifique que H (í) — A: id a oi . 

14. Para cada afirmación, indique "verdadero" o “falso*. Justifique su respuesta. 
Se tiene A(t) continua en l = (a b) y el SEDT. A'' = AX + C : sean 
además c¿ números reales, para i = 1 , 2 . 

(a) Las soluciones forman un («pació vectorial. 

(b) Existen infinitas soluciones. 

(o) Dos soluciones cualesquiera difieren tai una constante. 

(d) SÍ Ai y Xz son soluciones. Ai— A<> es solución de! SEDL homogéneo 

A' = AX . 

(e) Las soluciones del SEDL homogéneo X* = AX forman un espacio 
vectorial de dimensión ir . 

(0 Si X t y Xj son soluciones de A*' = AX .entonces ei Ai -f- roAd . 
(í'i + ro}Ai y r-i Ai 4- cf Ad son soluciones de A' = AX . 

(g) El SEDL homogéneo A*' - AX admite siempre un conjunto funda¬ 
mental de soluciones. 
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Capítulo 1 6 

Resolución de sistemas lineales homogéneos 
con coeficientes constantes 

Caso en que u es una raíz real de p Á W, de multiplicidad m. 
Repaso de números complejos. Caso en que ue s una raíz 
compleja no real de p A (A). Ejercicios del capítulo 1 ó 
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Ei caso más trivial os ol de un sistema de una sola ecuación 

./(/) = A r(t) . donde A es un número real fijo . 

Por -*er mm ecuación lineal, se puede verificar fácilmente que el conjunto de todas 
las soluciones es 

Va = { .v{f) : r(t) = kc Xl . k en IR } = gn { e A ' } , 
siendo en este caso A = (A) una matriz de lxl. 

Si se considera ahora el caso más general 

X'(t) = AX{t), con A en R n xr> . 

es d('cir, con A una matriz constante real de n X n (con n > 1 ). por analogía 
ron el caso n = 1 es natural tomar 

X{t) = e Af K. con A en IR y K en IR 11 , 

donde A v h deben determinarse de modo que- A' sea solución. Por consiguient e, 
si X — e AI K se tiene 


A r/ - 

AX 

si. y 

sólo si. 

II 

O- 

A e Aí K 

su y 

sólo sí. 

II 

r < 

A 

< 

A e Aí K 

si, y 

sólo si. 

XK = 

AK 

si, y 

sólo si. 


-i - pi —-■ 

K = 0 ó A es aut ovalor de A y K es un auto veri or asociado a X 
Se ha demostrado el siguiente teorema. 


Teorema. Si A está en IR V y n . entonces Xij) = e Af A es solución del sistema 
homogéneo A'' = AX si. y sólo si, K - 0 ó Á es uniovular de .4 y K es 
autovector asociado a A . □ 
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Corolario 1. Sean A una matriz de JR nx " y {K i. K, } uneoiijuntold.de 

autovectores de .4 . Entonces e Al ' Ai, e Aii I \>¿,.... n A,í K„ son .s soluciones l.i, 
de X* = AX si Ai... . . A .„ son autovalores de A (no necesariamente distintos 
entre sí) y K¡ es autovector asociado a A ¿ . para 1 < i < $ , 

Demostración. Por el teorema anterior X, — e Xil K? es solución del sistema 
para todo i . Ademas 

{ JVi(O), A a (0).,.,, A s (0) } = { Ai, A^,..,, I\ K } 

es l.i. en lR r> . Por ello, del corolario del Teorema 2 del capítulo 1.5 se deduce que 
{ A ij Á 2 ■ ■ ■ -1 Xf¡ } es l.i. en Vá . n 

Corolario 2. Si A está en J7?" xn y tiene n autovectores l.i. AT. K n . 

entonces la solución general del sistema homogéneo A"' = .4A es 

A = h' ■ i A i c ‘2 X -2 T ... + f¡) .V t ¡ , con (y en Ifl 

—* i j —* 

donde X.¡.(t) = e ' A, . A ¿ es aut.ovalor de A y K, es autovector asociado a 
A, para 1 < i < r¡ . 

Demostración. Por el corolario anterior si X¿{f) = e Ai/ K¡ , entonces el conjunto 
^ —* 

{ A'i,... , A'„ } es l.i. en Va ■ Del Teorema ti riel capítulo 15 se desprende que la 
solución general del sistema es 

A = q A i + c¿ A o T .,, -+- c u X n , con < en II? . 


Nota, Algunos casos particulares en los que se puede aplicar el corolario 2 son: 
i) cuando .4 es real y simétrica; 

ii ) cuando .4 es real de n x n y tiene n aurovalores reales distintos entre sí. 


Ejemplos. 

a) Resolver el problema 


■A 

aá 


> 1 

+ 2 .r 2 

d*-F3 

Orí 

--Í -2 


—z\ 

— 2 ,r<) 


tsocia< 

la al sistema 


. X(0) = 



A = 


1 

íi 

-1 


2 

-1 

-2 


ido 
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v enromes 




Pa(^) = det (.4 — XI) = det 


= — A ;i — A 2 + 12A = —A(A 2 + A — 12) = -A(A - 3)(A + 4). 

Entonces los au tova lores de *4 son A] = 0 , A? = 3 , A 4 = —4 . Ahora hav 

-- ( kl \ 

que determinar tres aut ovía toros de la forma A = I k? j . asociados con 

V *») 

los aut ovalo res A.; . Para ello se resuelve tres veces el sistema (A — XI) A — 0 
para los eorrespoiKlientos valores A = A, , i = 1,2. ¡i . Por ejemplo, para 
A = Ai sí' tiene 



Resolviendo este sist ema por el método de eliminación de Ganas 1 se obtiene 


k i =- An . k.-> — —— A;i 

13 " 13 


Por ello, í' 1 autoespacio asoldado a A] es 

Va, = 


-1/13 

K ; K = k- A \ —6/13 ] , k :i en IR > = gn 



- í 1 

v entonces sí' puede tomar A i = I 6 

V -13 

En forma similar se pueden obtener 


I\n = 


2 

3 

— 9 


v AA - 



autovect.ores asociados a A o y A ;4 , réspt.'ctivamente. Corno los autova- 
lores obtenidos son reales v distintos mitre sí, los autovect.ores asociados 


|] I<, Gauss. matemático a.lemán (177T-185Ü). 
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Ai.Ao.A";! son l.i., y el corolario 2 asegura que la solución general del 
sistema X* = A_Y es 


Xf,{t) — f'j Ai — e <2 e 4í Ab + cae 4í AH . con c.¡ en IR , 


es decir. 



+ <'2 ( 





--a 



. con í'f cu í? 


La solución del problema de valor inicial se obtiene determinando c\ . y 
oa de modo < pie A (())= [ —1 | . es decir. 


-i 


f'i *i“2c2 +f?a = 


1 


(5 r\ -Kir* —2r;i = — 1 
— lJ(‘i ■"2c') —’C'a = —i 

Resolviendo este sistema de ecuaciones por el método de Gauss. se obtiene 


1 


5 


<■1 = 11 ■ <‘2 = = , Ca = - ■ 

7 i 


y por ello la solución del problema es 


es 


decir. 


1 


-Y(*)= -c-' 

t 


xt 





J’l(t) = 

} 

2 e 3t 

+ 


í 

í 



10 

i'2 (t) = 

,n 

- v 

- - 4 1 


í 

i 

■rj(0 ~ 

- 1 e sf 

5 - 4 / 

- e 


b) Resolver ci sistema 
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; 


Solución. Como 

.4 = 

v 

/ -2 - A 0 0 \ 

p A (X) = di* -5 -2 - A -5 = (2 + A) :2 (3 - A) , 

y r, o 3 - A / 

los autovalores de .4 son Ai = 2 . A 2 = 3 , Para hallar el aiiT.oespaeio 

VA, . se resuelve por el método de Gauss tí! sistema 



(.4 — X\I)K = tí , 


es decir, 


v se obtiene ki — —i 


VA, = ■< K: K 



— kp, 

k'2 J , ", 


. k, en IR 



En forma similar, se puede ver que 


Vx, = sn 



Se han obtenido A A = 


a Ai = — 2 , y AA = 


0 

-1 
1 

V Kn = 




autovoet.ores asot darlos 


-1 

I) 

1 

0 

-1 | autoveetor asociado a A 2 = 3 . Coi no 

1 


det 
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el conjunto ( h \, A>, A;¡ ) es l.L. y entonces, por el corolario 2, la soluc ión 
general del sistema es 

Xk(t) = cí v~ 21 K\ + c ‘2 e 21 A "2 + t’s e 3? Ah . con c.¿ en í? . 


o sea, 


M 0 = 

~2t 

— a p 



J '2(0 = 

Co e 

- e ;í ' 

, con e ? - en tf? . 

■»K(0 = 

-2/ 

c\ e 

+ c:í e u 


Nota, Si A está en IR U/ '" 

, sean Aj... 

... A f todas 1¡ 

ts raíces {reales o complejas) 

de p_\ (A) . y sea m¡ la multiplicidad 

de A j cu pA (A) . Entonces 

P.a(A) = (-).) 

ñ (X-M) rn 

1 (A — Aj)"’ 2 .. 

.(A-A r ) m ' . 

con nif > í) para todo j , 

y 

‘l y A. jé A, 

si í j . 


Si se desea resolver el sistema X' = AA r , por el Teorema ti del capítulo 15. será 
suficiente construir m, soluciones a partir do cada X¡ . 1 < j < r , de modo que 
el conjunto de las n soluciones obtenidas sea l.i. en Va . Esto es precisamente lo 
que se hará a continuación. 


16.1 Caso en que /i es una raíz real de pa(^)* de multiplicidad m. 

Caso i), dim = nt . 

En este caso tiene una base de ni elementos. Ah, Aó. K in , a partir de 

los cuales se construyen ni soluciones Xj = Kj . 1 < j < w , que resultan 
l.i. por el corolario 1 (ver ejemplos a) y b) anteriores). 

Caso íi), dinil^ = s < ni . 

Sea { A't, A "2 . I< H } una base de V tt . Por el corolario 1 . las soluciones 

X.j - Kj , 1 < j < h son l.i. . Pero recuerde que se desea hallar m soluciones 
linealmente independientes. Para ello se procede construyendo 

^.i+i = (Aio + tAii) 

X»+2 = [K 2 q + tK 21 + t 2 K 22 ) 


KM 
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v so determinan los vectores K;, de lR n de modo que -Y, sea solución cié X' = AX , 
para s + 1 < i < m . Aunque aquí no se justificará este lincho, existen teoremas 
le Algebra Lineal avanzada que aseguran, no solo que siempre es posible construir 

estas m — .s- soluciones, sino que el conjunto { A\.A„, A*-¡-i.A*,„ j- 

cs I.i. en V'i . 

Ejemplos. 

a) Resolver X f = AX . si 


A = 


1 

-1 

1 


Solución. El lector puede verificar que 

/di(A) — — (A + l)(A — 2) - , 

cuyas raíces, es decir los aiitovalores de A , son Ai = -1 . con multiplicidad 
1 y Ao = 2 , con multiplicidad 2 . Además, se puede ver que 


Va = gn 




y Va = gn 



A partir de A] se obtiene la solución A j = e -/ 


1 J . A partir de 
o 


0 


A 2 se obtiene la solución AA = v 2t j —1 ] . Gomo dim V\ ¿ — í < 2 — 

multiplicidad de A 2 . se construye 

Á;j = e 2f (K + tP) = e 2 ' K + e 2 ' tP 
de modo que sen solución, es decir X’$ = AX* , Pero 

X'-x = e 2f (2K + P + 2tP) y 

+ . 


Entonces 


2K + P + 2tP = AK + tAP . 
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Do esto so deduce que 

(A-2I)P = f) y (A - 27)A' = P . 

La primera ecuación dice que P está eu . y entonces se puede tomar 


P = 


° 

-I 

1 


que reemplazado en la segunda ecuación conduce al sistema 


-i 1 



mva solución general os 


K = 


. con A;i en IR 
Si se toma por ejemplo Aq = 0 , se obtiene 


-1 

' 1 — A‘;j 

Yt 


-Y» -- c 2t {K + 1P) = 



= e 21 


-l 

-1 -t 

t 


TV ( X[, X 2 . A'i )(0) = det 


-:¡ o -i 

1 -i -i | = —9o . 

2 1 O 


Por el Teorema 3 del capítulo 15 resulta que la solución general del sistema 
dado es 



i. 


- ;í \ 

4 I +í'2 



-1 

-I - t 
í 


con Cj en IR. 


b) Resolver el sistema -Y' = A A si 

-2 1 1 \ 
O -2 2 

O O -2 / 



16fi 


í.„ * 
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Solución. Es evidente que = —(A + 2)' i . por lo que el único a nt'o valor 

de .-1 es A i — —2 , que es raíz de multiplicidad ó de pa(X) . Además, el 
lector puede ve riñe ¡ir que 


E\, = gil 



por lo que Ad = e 


— 2í 



0 I es una solución del sistema. 


Como dim \ \ | = 1 <Ó . se construyen 


X 2 = c -2 ' (A' + tl>\ y A ;i = iC) + ti? + rS) . 

y sí 1 determinan K.P.Q.R.S en IR A de modo que A 2 y X : >, sean 
soluciones. Poro 

X ’ 2 = c~ 2f ( -2A + P - 2 tP) y 


2 i 


por lo que 


v entonces 


AX 2 = e 21 [AK + 1AP) . 
-2K + P - 2fP = AK X tAP . 


(A + 21)P = I) y (A - 27)A’ = P . 

La primera ecuación dice que P está en l\. . y por ello se puede tomar 


P = 


que reemplazado en la segunda ecuación conduce al sistema 




cuya solución general es 


K = 



; con k\ en IR . 
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Si so t oma, por ejemplo. A j = O se obtiene 

X, = e~ 2 ’ 


M 1 

1 + M O 

O / \ O 


— e 


-2i 



Para determinar Q. R y S se procede similannente. 

A'4 = e~ 2í (-2Q + R+ t(2S - 2 R) - 2í 2 S) y 
AX a = e 2Í (AQ + tAR + t~AS) . 

Entonces 

-2Q + R + t(2S - 2 R) - 2t 2 S = AQ + fAJ? + t 2 AS 

De aquí se deduce que 

(A + 2 Í)S = (7 . (A + 21) R = 2S y (A + 2/)Q = 7 ? . 


( 1 ) 


La primera ecuación dice que S está en 14 , , y entonces se puede tornar 

S = f (J 
O 

que reemplazado en la segunda ecuación conduce al sistema 

stnpn.p 

o o O / V r* / V O 


cuya solución general es 


n 


/? “ [ 2 | , con r¡ en Mí . 


Si so toma, por ejemplo. /■] = O y se reemplaza R = 
ecuación de {I). se obtiene el sistema 


0 

2 

0 


en la tercera 
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cuya solución general es 


Q = j -1 ¡ , con (jj en R 


Si se toma, por ejemplo, rji = O, resulta 


X* = e 


Corno 


—‘it 


O 

-11+7 


O 

2 | + C 
O 


1 

O 

O 


“ e 


-2í 


1 Ü O 

W( Xi, X 2 , X-i )(0) = det (01-1 

O O 1 


t 2 

-1 + 2 1 
1 


= i n 


se tiene que { Xi,X 2 ,X A } es l.i. en V A ■ y entonces la solución general 
del sistema es 


1 


t 


t 2 


X{t) = e~ 2t [ ci I O | +C 2 I 1 ( +C .3 I -l + 2í 1 ) , con c¡, en R. 


O 


O 


) Resolver el sistema X ' = AX , siendo 

3 1 O 

¿1= I -1 1 O 

1 1 2 


Solución. Se puede ver que 

PaW = (3 - A)<1 - A)(2 - A) + (2 - A) 

= (2 —A) [(3 —A)(l —A) + l¡ = (2 — A) 3 , 

por lo que el único autovalor de A es Ai = 2 . (pie es raíz de multiplicidad 
3 de Pa(^) ■ Además, el lector puede verificar que 


Va i = gn 


-1 

I 

O 


O 

O 

1 


—o 

a | ; a , b en R 

b 


m 
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siendo 



A'i = e 



un conjunto Id.. por lo que 


A 5 = e 


2í 



son soluciones l.i. del sistema dado. Como dim — 2 < 3 . se construye 

At — e 2f (A' + tP) , 

de modo que sea solución, es decir, A' :i = AX% . Como en los problemas 
anteriores, se deduce que 

AP = 2P y [A-2I)K = P . 

De acuerdo con la primera ecuación. P está en V\, , v entonces podemos 
tomar P = a I . que reemplazado en la segunda ecuación conduce al 

v */ 

sistema 

+ k'2 — — o. 
k i + k<2 — —a , 

k i 4- ko = b 

por lo que so infiere que b — —a . Si se toma por ejemplo b = — 1 , se obtiene 



y el último sistema se escribe 


ki -\- k 2 = —1 

ki 4 - k‘2 = —1 

ki + k-2 = —1 


cuya solución general es 


K = 



. con k -2 V k$ tai IR 
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/y 


Si se elige ha = A ‘3 = 0 , se tiene que 



Corno IV'( X\, X- 2 , X-¿ ){()) = — 1 yM) . la .solución general es 

, con c, en M. 

Nota. Observe que en el ejemplo anterior, como P debe estar en V\ l . se podría 

O , Sin embargo, cualquiera de estas 

i / 

elecciones hace que el sistema (.4 — 21)K = P sea incompatible, como el lector 
puede verificar fácilmente. ¿Por que no se presentó este problema en los ejemplos 
a) y b)? El motivo es que en ellos la dimensión del autoespacio V\ era 1 . es 
decir V\ = gn { P } . y entonces 

(A - XI) K = rP (r / 0) 

es compatible si, y sólo si. (A . — XI)K = P ío es. Es decir que se puede tomar en 
este caso c. = 1 . 

Por todo lo observado anteriormente, siempre que diin Va > ] . es recomendable 
tomar un P genérico del autoespacio. y luego determinarlo de modo que el 
siguiente sistema a resolver sea compatible. 

16.2 Repaso de números complejos. 

Recuerde que los números complejos se representan por expresiones de la forma 
íi+M . donde a y h son muñeras reales, e i = \/— 1 . es decir, i" = — 1 . 

La parta mal Re (z) del número complejo z = n + b i es a , y su parte imaginaria 
Im(~) es h (no h i ). es decir, 

Re (a + bi) — a , Im (a A bi ) = & . 

Los números complejos se suman según la regla 

(a 4 - b i) 4 - (c + d i) = (a + c) + (b + d) i . 


haber tomado P = 



ó P = 
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Los números complejos se multiplican corno si fuesen binomios y usando el hecho 


de que i 2 = — 1 , es decir. 


{a + M ){e + d i) = ac -f (ad + be) i +bdi 2 = (ac - bd) + (ad 4- he) i 



a + b i (o + h i ) (c — d i ) ac + bd be — ad . 

— -= --- i—-- --1- -i 


c 4- d i (c + di) (r — d i) c 2 + d 2 r 2 4 - d 2 


siempre que c + di O (es decir, c ^ 0 ó d O ). 

El conjugado de : = a 4- h i es el número complejo z = a - b i , siempre que o 
y h sean números reales. 

Es fácil verificar que, para todo número complejo z = a 4 h i . se tiene 





como eje t'eal y al eje ¿y como eje imaginario, para entonces identificar cualquier 
número complejo z = a 4- b i con el punto (a. b) de í?" . Por tal motivo, en 
coordenadas polares r y 8 se tiene 

z — a 4- b i = r eos 8 + (r sen 6*) i = r (eos 9 + i sen 8) 

(ver figura 16.1), y la expresión 2 — /(eos 8 + i sen 8) se llama forma polar del 


i 


¥ 



O x 


Figura 16.1 


número complejo 2 . El número real r = \fa 2 4- b 2 se llama valor absoluto o 
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módulo de z (y se denota \z\ ), y 0 se llama argumento de z (y se denota 
)■ 

A menudo se usa la forma abreviada 

cis 9 = eos 0 i- i sen 9 , 

y entonces la forma polar de z = r(cos 9 -f i sen 9) es 

z = r cis 9 . 


Se demuestra por el método de inducción completa, que 

(r cis 9) a — r rt cisnl9 (fórmula ríe De Moivre^) , 

> lo que se deduce que 

Uk = r 1/n cis ^ , k = 0,1,2 __ n - 1 , 

son todas las soluciones de la ecuación //" = r cis B , es decir, 

Vr cis 9 - r 1/n cis , k = 0,1,2,..., n - 1 . 

Si ir = X + y i , con x e y números reales, se define 

e ,r = e J (eos y + i sen y) = e r cis y , 

entonces un número complejo z — r cis 9 se puede expresar como z = 1 2 1 e 1 ^ 
llamada forma exponencial de z . 


En las siguientes secciones se utilizaran los hechos enumerados a continuación, 
uvas demostraciones se dejan como ejer citación para el lector. 


1} El conjunto 


€ 


-{(!)■ 


Zj 6 C 


A. De Muivie. matemático francés (1667-1754), 
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es un espacio vectorial sobre € , con las operaciones 

/ ¿i +■ wi 
\ '-n "I* Íí’íí 


( Z1 \ 


( «b ^ 

i 

b 

+ 


~ 

\ Z T> / 


^ w n ) 

\ 

( '"'I ^ 

= | 

í 1 

1 

^ / 

1 

\ Z( l'n 



V 


, si 2 está en C 


2 ) Si U¡¡ se definí' como en el capítulo 13, entonces el conjunto 

S. n ={ F+iH: F,H € U n } 
es un espacio vectorial sobre € . 

3) Si Z — F + i H está en S a , y además F y H son derivableg en I . se 
define para todo t en I 

Z'(t)^ F'{t)+ . 

Entonces se cumplen las siguientes propiedades para todo X y Y en S n , 
A orí <T , h en C " y t en I : 

(a) (X(t) + Y(t)) r = X'(t) + Y'{t). 

(b) (AÍ(0)' = AX'(f). 

(c) Si f(t) = p(t) + i q(t) estáen Si y si / es deriva-ble en / (es decir, 
P y <¡ son deriva liles en / ), entonces (f{t)K) f — /'(í)A' . 

(d) e^ f está en Si y (e Aí )' — Ae AÍ . 


4) Si p(í) es un polinomio con coeficientes ie.aJ.es y 2 es una raíz compleja de 
p(t) , entonces 2 también es raíz de p(t) . 

5) Si .4 es una matriz de MV iXn . A es un autovalor complejo no real de .4 
y K es un autovector asoldado a A , entonces A está en C n \ lR n (es 
decir, en el complemento de ]R n ). 
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6) Si .4 es una matriz de R riXn , A os un autovalor complejo de A y K 
es un autovector asociado a A , entonces A es auto valor de .4 y 

■4 ■«- 

A es autovector asociado a A , 


Nota. Si Z = 


( *i \ 


% 


. se entiende que 


Re (Z) = 


BT'(-i) \ 


Re(c„) / 


o Im (Z) = 


lili ( 2^1) \ 


Im (i tJ j / 


7) Si A = a + bi . con a . h en R y K = P + \ Q , con P . Q en IR' 
entonces 

Re (e v K) = ( v at eos ht)P - (e aí sen M)Q . 

Im (e Aí K) = (e"' sen bt.)P + (e aí eos/rf)Q . 


8) Sea A una matriz de ]R' ,xn y Z un elemento de S n tal que Z' = 4Z „ 
Si X = Re(Z) e 1 = Im(Z) , entonces 

X* - .4,Y e y' = Af . 


Para a([iiel lector que no esté familiarizado con el cálculo de auto es pac ios asociados 
a a u tova lores complejos de una matriz de Jfí n * ,l . se desarrollará el siguiente 
ejemplo, para que se convenza de que se opera igual que en el caso de autovalores 
reales. 


Ejemplo. 


Hallar el polinomio característico. autovalores y autoespacios de A si 


A = 


10 0 \ 
0 :i -2 
12 % j 


Solución. Se puede ver que 


PaW - ctet (A - XI) = (1 - A)((3 - A) 3 + 4} , 
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por lo que los autovalores de A son 

Ai = 1 , A 2 = 3 + 2i y = X 2 = 3- 2i . 

Es fácil verificar que 

V Al = gn | 1 ) ) = ( 1 ( 1 ^ ; r en B 

Para el cálculo de V\. ¿ es necesar io resolver el sistema (.4 — A 2 /}A' = 0 . es 
decir, 



Aplicando el método de Gauss se escalona la matriz A — Acomo sigue: 


-2-2 i 

0 

0 

0 

2 i 

-2 

1 

2 

-2 i 

1 

2 

-2 i 

0 

2i 

-2 

-1-i 

0 

0 

1 

2 

-2 i 

0 

2 i 

-2 

0 

2+2 i 

2-2 i 

1 

2 

21 

0 

1 

-i 

0 

1+i 

1-i 

1 

2 

-2 i 

0 

1 

-i 

0 

0 

Ü 


Por lo tanto 

k 2 ~ i* 3 =0 

y en consecuencia 

*2 = 

de donde se deduce que 

- ( ° 

A'= 1*3 

\ ^ 



Se multiplica la fila 1 por 1/2. 

Se intercambian las tilas 1 y 3 . 

Se suma a la fila 3 la fila 1 
multiplicada por 1+i. 

Se multiplica la fila 2 por 1/(2 i). 
Se multiplica la fila 3 por 1/2. 

Se suma a la fila 3 la fila 2 
multiplicada por -1- i. 


y *i A- 2*2 — 2 i *3 = 0 
i *3 y *i=0 , 
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" {■ 


Entonces el auto espacio asociado a A¿ = 3 + 2 i es 



: a en 


€ 



Utilice el problema 6) de esta sección para hallar V \ ;i . 


16.3 Caso en que pt es una raíz compleja no real de p^A) ■ 

Si A es una matriz de jR nx ' 1 y p es un autovalor complejo no real de A . 
entonces p y Ji son dos raíces distintas de pA (Á) (ver problema 4) de la sección 
10.2). Por la discusión hecha antes de la sección 16,1. se desea construir 2 m 
soluciones linealmente independientes a partir de p , si m es la multiplicidad de 
p en Pa(A) . A continuación se verá que esto siempre es posible. 


Teorema 1. Sean A una matriz de R nxn , p un autovalor complejo de .4 y 
K un autovector asociado a // . Si 

Z{t) = e /ií K , 


entonces 


Z' = AZ . 


Demostración. Como K es autovector asociado a p . 



Además, por los problema 3(c) y 3(d) de 16.2, se tiene 


{¿ ü K) f = pe»* K . 


y entonces 


Z' = p, e* K = é Lt pK = AK = AZ . 


□ 


Nota, Observe (pie, de acuerdo con el teorema anterior, a partir de un autovalor 


complejo de A se construye una “solución” Z del sistema X 1 = AX , si A es 
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una matriz do F' x " . ¿Por qué se lia escrito solución entro comillas? Porque, eu 
realidad, las componentes del vector Z no serán funciones a valores reales cuando 
¡i sea un número complejo no real. El siguiente teorema muestra cómo obtener en 
este caso dos soluciones (sin comillas) del sistema X' = . 4 A' a partir de Z . 


Teorema 2 . Sea .4 una matriz de * n . ¡t un número complejo no real, 
aurovalor de .4 . y K un autovector asociado a ¡i ( A’ £ C" ), Entonces 

X, = Pe ( rZ 1 K) y X 2 = Im ( K) 

son soluciones linealmente independientes del sistema X' = AX . 

Demostración. Del problema 8 ) tic* la sección 1¡>.2 y del Teorema 1 se deduce que 
A”j y X¿ son soluciones del sistema da<lo. Si { A]. A2 } no fuese linealmente 
independiente en V\ , existiría un r en ¡R tal que, por ejemplo. X \ = rX 2 . Si 
se escribe 

A' = P + i Q y }í — a . -f- hi . 

con P,Q en Si n y nj> en M , por hipótesis debe ser ^ í). y por el problema 
5 ) de l(i. 2 . Q f (t , Además. por el problema 7 ) de 1 G .2 se tiene 

P Z ' 1 eos hl — Qv oi sen bt = X\ = rX2 = rPo at sen bt + cQe at eos bt . 

Dando a t los valores 0 y 77/{ 2 ¿>) se obtiene 

P = .cQ y - Q = rP . 

y en consecuencia 

-Q = <P = < :¿ Q , 

es decir. 

(¿* + 1)0 = 5 . 

Como Q 7= (7 . debe ser c ¿ = — 1 , lo cual es una contradicción, ya que r es im 
número real. Por ello, { X ¡, X? } es 1 .i, en V t .\ , 

Ejemplo, 

a) Resolver el problema 

*1 - / 1 \ 

3*2 —2,/-3 . con X(tt/ 2 ) = e* /2 1 . 

X\ +2;r-2 “b*i«r¡3 \ 1 / 
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Solución. Nótese que 



cuyos autovalores y aut oespacios fueron calculados cu el ejemplo de la sección 
Id.2. resultando 


= 1 . A2 ~ d-H 2i , A;i = = A — 2 i . 



A partir del aurovalor Ai se construye la solución 



A partir del autovalor A2 se construye la "solución" 

Z(t) = e (3+2i) ' ^ i j = e 3í (cos2f + i í 

/ 0 \ 

= e™ - sen 2/ + i eos 2f I 

\ eos 2 1 + i sen 2 1 J 

de la cual se obtienen dos soluciones 




X :i = Im (Z) = e :í ' í eos 2/ j . 

\ sen 2í / 

Si se comprueba que { | es 1 . 1 ,, se tendrá un conjunto fura 

mental de soluciones, y por lo tanto la solución general del sistema. Pero 

/ -4 0 0 \ 

VPfA i, .XA* X^J(O) = det I 1 t) 1 1=4^0, 

V 110/ 
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por lo que la solución general del sistema es 

/ “4 \ / 0 \ /O 

X{t) — Cíe* I 1 1 + Co e 3íf | — sen2f 1 + cgcos 2 t 

\ 1 / \ eos 2 i J \ sen 2 1 

con cj en Ft . Para encontrar la solución que satisface 


X(tt/2) = v n/2 1 


1 


se resuelve el sistema de ecuaciones lineales 


Cl e 


17/2 


1 j + e 3 ^/ 1 ( O I + C :, e 3 "' 2 


de donde so obtiene 


Ci = . c 2 


5 


7 T 



5 


Cs = ^ 4 e 


— 7 T 


y por olio la solución del problema es 

í(0 = 


e* 


J \ 5 / O 

1 + -e 3f “ 7r sen 2/ - eos2í 

1 / 4 \ - eos 2 1 - sen 2 1 


Nota. Si n > 4 . una matriz A de JR ,i Xfl podría tener un autovalor complejo 
no real p de multiplicidad m . con m > 1 , en Pa(X) - En este caso, de 
acuerdo con el problema 4 ) de 16 . 2 , se tiene que Ji es autovalor de A , con 
multiplicidad m . Por tal motivo, habría que generar 2 m soluciones del sistema 
X* = AX , que además fuesen lineal mente independientes. Ello se logra mediante 
un procedimiento completamente análogo al desarrollado en la sección 16.1 para 
autovalores reales de multiplicidad m , como se puede comprobar en el siguiente 
ejemplo. 


X'2 

■r;í 

;r >4 

-2-d 


Ejemplo. 

b) Resolver el sistema 
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. "'e 


Solución. Observe que 


/ ü 

1 

0 

0 \ 


-A 

I 

0 

0 \ 

0 

0 

1 

0 



0 

-A 

1 

0 

0 

0 

0 

l 

y *4 — XI = 


0 

0 

-A 

1 

-1 

0 

-2 

o) 



-1 

0 

-2 

- A / 


por lo que, desarrollando el determinante por oofactores de la primera co¬ 
lumna, se t iene 

/ -A 1 0 \ / 1 0 0 \ 

Pa{ A) = -Adet ( 0 -A 1 + det [ -A 10 

\ 0 -2 —A / \ 0 -A 1 / 

= (A ,J + 2A 3 ) 4-1 = (A 2 4- l) 3 = ((A — i )(A + i )) 2 . 

Entonces los autovalares son Ai = i y As = — i . ambos de multiplicidad 
2 . Para hallar V se debe resolver el sistema 

(A - i/)f = 0 . 

Por el método de Gauss se tiene 


-i 

1 

í) 

0 


0 

- i 

1 

Ü 

Se suma a la fila 4 

0 

0 

-í 

1 

la fila 1 multiplicada por i 

-i 

0 

2 

i 


-i 

1 

0 

0 


0 

- i 

1 

0 

Se suma a la tila 4 

0 

0 

-i 

1 

la fila 2. 

0 

i 

-2 

i 


i 

1 

0 

O" 


0 

-i 

1 

0 

Se suma a la fila 4 

0 

0 

-i 

1 

la lila 3 multiplicada por i 

0 

0 

1 

i 


-i 

1 

0 

0 ' 


0 

- i 

1 

0 


0 

0 

i 

1 


0 

0 

0 

°j 



Por lo tanto se obtiene 

Vi = i , y2 = -i/4 , Vz = - i Va , 
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r 


¡ \ 

1 

1 I 



í 

\ 

) 




-1 

* 


\ 


-i 




i " j 


— i 

; ji i e n (T 

r = & n \ 



— i 




i 


• y 

J 

\ 



1 

) 

1 


con lo cual so obtiene la ''solución" 


r(í) = e 


i ! 


i \ 

— i 
1 / 


= (eos i + i sen t) 


i \ 

-1 

1 I 


Como dim Vy = 1 < 2 . será necesario construir otra "solución'' de la forma 

Z = c if (A -i -tP) . 

con í\ y P en <T “ . Ratonando como en el caso real, se tiene 

Z’ = o u (P+ i K + i tP) 

AÉ = : é* {AK + tAP) , 

y entonces 

(A — il)P = 0 y — i I)K = P . 

La primera ecuación dice que P está en \\ l . y por ello se puede tomar 


P = 


i \ 

-1 


V i / 

que reemplazado tai la segunda ecuación conduce al sistema de ecuaciones 


í 


— i k i + k >2 


— 

i 

— i /l'2 

+ A '3 


-1 


-i A* 

+A .-4 = 

— i 

-k, 

-2Aq 

— i Aq — 

1 


c uya solución general es (hacerlo como ejercicio) 


K = 


( —3 + i Aq \ 
-2 i - A: 4 
1 - i A-4 
Aq / 


, con A-4 en C 
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Si se toma = O resulta 


§■= ~' 1 ' 


e 



( - :i 



t 

i \ 

\ 


(-■■ * + ¡/ \ 

, 

—2 i 


+ í 


-1 


= (cosí -F i sen t) 

-2 i - / 


1 



— i 


1 - ií 


^ o 

) 


\ 

1 / 

) 


V ' / 


Final menté, 

X t = Re (y) . X 2 = Tin (V) . X ?t = Re(Z) , X 4 = Imf Z) 

son cuatro soluciones del sistema darlo. Se deja, al lector la verificación do 
que son l.i. y que 


X = 


- sen t \ 

— eos f 
SOU f 

\ eos t J 


; X> = 


ros t \ 

— son / 

— eos t 
y sen / J 


M = 


—:ícosí — ¿sen i \ 
—/ eos t + 2 sen t 
eos t + í sen t 
f eos t 




A 4 = 


—3 son t + f eos t y 
—2 eos t — t sen f 
—t eos t + sen i 
t son t j 


Nota. En resumen, si A es una matriz constante de M nxn , siempre es 
posible construir (mediante los procedimientos explicados) nn conjunto 
fundamental do soluciones del sistema X* = AX . 


Ejercidos del capítulo 16. 


1 . Hallo un conjunto fundamental de soluciones y su wronskiano; luego resuelva. 


(A) 


II 

— 1 

s 

.l’l + 2,f‘2 + 

X2 

II 

- 

() J’ i — Xn 


II 

— .t'i — 2;/,'2 — 
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(b) X' = 


(o) X' = 


0 


(rt) 

(e) 


— 

4 = 

4 = 
aá = 


1 

-1 

\ . 

2 

0 

A 

1 

-1 

/ 


-2 

i \ 

2 - 

-1 

1/2 

i 

0 

0 / 

2-n 

+ 

3^2 

2*i 

+ 

.r? 

2an 

+ 


2j j i 

4- 

J'2 


A' 


(f) X’ = 


® A'' = 


(li) X* = 


= 0 

1/2 0 
1 - 1/2 


1 1 4 

0 2 0 1 X , X(0) = 

1 1 



X , X(0) = 


(m) X* = 


(n) X' = 



r, 


j., 


184 







www.elsolucionario.net 


(o) X' = 

(P) X' = 


1 0 o \ 

2 1 —2 | X 

3 2 1 / 

1 —12 -14 \ 

1 2 -3 X . X(Ü) = 

1 i —2 / 



2 , Si se sabe que un conjunto fundamental de soluciones de X' = , 4 A es 



eos 3 1 

eos 3 / — sen ?>t 
0 



sen 3 1 

eos ?>t -r sen 3 f 
0 



y si A e 2 R ,1x 1 . ¿ cuáles son los aut ovalores de A ? 

3 . Sea .4 e f? í,Xí1 y { Xi.A' n } un conjunto fundamental de soluciones 

de X* = . 4 A . Pruebe que la suma de los elementos de la diagonal principal 
de A es cero si. y sólo si. 11'( Aq., ... A" n ) es constante 


4, Regrese al ejercicio J y verifique la validez de lo obtenido en el ejercicio 3. 
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Capítulo 1 7 

Sistemas lineales no homogéneos 
de ecuaciones diferenciales 


Sistemas lineales no homogéneos 
de ecuaciones diferenciales. Ejercicios dei capítulo 1 7 
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En esto capítulo so estudiará un método para hallar una solución X p do un 
sis! oiría lineal no homogéneo X' = TA + G . con 0(7) y A{t) continuas en 
un intervalo abierto I . aún carnudo A no sea comíante. siempre que se conozca 

un conjunto fundamental de soluciones { A’[ .A„ } del sistema homogéneo 

,V y = AX . Nótese que entonces se tendrá la solución general del sistema rio 
homogéneo dado, ya que. por el Teorema del c apítulo 1:1 y el Teorema ¡i del capítulo 
15. resultará 


A” — A ¡, + .Xp — f'iAi + ... + c n X }1 -T Ap . con c¡ en Si . 

Previamente se introducirá una notación conveniente- Si M = M(i) es una matriz 
de n x n deriva ble en un intervalo abierto / . se denotará con M r (f) a la matriz 

cuyos coeficientes son mT( 7 ) = ™( n>i¡{t)) . 1 < i,j < n . 

J ni 

h \ 


Si F = 


está en C n . se 1 denotará 


fn / 


j F(t) dt = í 


iMt) dt \ 

¡i„w ^; 


Definición, Si {Al. AA • ■ <, A„ } es un conjunto fundamental de soluciones del 
sistema X 1 = .4 A . se llama matriz ftindarntntal dd wstema a 

T = ( A t |A 2 |...|A\ } . 

Observe que entontes la solución general de A 1 ' = .4A es X = ’TC. con C en 2F?'h 


En lo que sigue se utilizarán los siguientes heelios. cuyas demostraciones se dejan 
como ejercicio para el lector, 
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1 ) Si A I — M(t) es una matriz de >> x n derivable en un intervalo / de JR 
Y F = F(t) es un vector de n x 1 , derivable en I . entonces 

= M\t)F(t) + M(t)F’(t) . 

2 ) Si ^ = ( A] ¡Xi |... \X n ) es una matriz fundamental del sistema X f = AX . 
siendo A — A(t) de // x n continua en 1 . entonces 

i) = A# , 

ii) (í'(f)) -1 existe para todo t de I y 

iii) (tft)) -1 es continua en /. 


Motivación. Cuando n = 1 , un sistema lineal no homogéneo X' = AX -f G . 
con 4 (í) y G(t) continuas en un intervalo abierto I . tiene la forma 

=p(t)-v(t) +g(t) , 

con p y g continuas / , o sea 

a-'ft) ~p{t.)x(t} = g(t) , 

cuya solución general según se vio en el capítulo 5, es 

■ r (0 = (p(*)) -1 (/ //(t)^(í) r/f + , con c en IR , 

siendo jU.(t) factor integrante do la ecuación. Por lo tanto, una solución particular 
es 

*p(*) =* (pfO)^ 1 j dt . 

Si se llama p(t) — (//(/) ) _1 . se verifica que y es so hit: ion de 


y que 


■M*> = v(í) f di ■ 

\ eremos que para el caso general n > i se tiene una formula similar a ésta. 


Método de variación de parámetros 

Sean A = A(t) una matriz de n x v y G perteneciente a U n . tales que A 
y G son continuas en un intervalo abierto I de IR . Sea { X \. X 2 _ X n } 
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un conjunto fundamental de soluciones de X' = AX . Recordando que cualquier 
solución de X ' = AX es de la forma X = , con C en JR n . os natural 

intentar hallar una solución de la forma 

Xp(t) = í '(t)F(t) , con F en U u . 
para el sistema no homogéneo 

X' = AX + G . 

Por lo tanto, debe ser 

X’ p = AX P + G = A$F + G . 

Pero por otro lado, aplicando los dos problemas anteriores, resulta 

X' p = &F + ^F 1 = AÜF+ VF' . 

y entonces 


VF' = G . 

Por el problema 2 ) anterior. ( v Wf)) -1 existe y es continua, para todo t. en I . 
y entonces 

F l {t) = (^(f)) _1 G(/) , para todo t en I , 

Como G(t ) y (’í'(/))^ ] son continuas en / . su producto es integrable en / , y 
entonces 

P(t) = /(íwr'Gíí) dt. 

Finalmente, si so sustituye F en X r> . se obtiene 

x ? (t) = *( í ) [(mt)r i G(i) dt. 

Nota. Alternativamente, se puede obtener F 1 resolviendo 'FF' = G (sin hallar 
V I /_1 ) y luego obtener X P (t) = fy(t) j F'{t)dt, 

_ —i —# j 

Nota. Si el conjunto fundamental de soluciones { AY. X n } de X ' = AX 

se elige de modo que A¿(0) = e¿ para todo i , la fórmula para hallar X p se 
simpliftca bastante, ya que no es necesario calcular 1 f r_1 (ver coercido 7 de este 
capítulo). 
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Ejemplo, 

a) Dado el sistema 


tX> = 




compruebe que 


0 




son soluciones linealmente independientes del corres pon di ente sistema ho¬ 
mogéneo, Halle luego la solución general del sistema dado. 


Solución. Se fee.se ribe el sistema 



2 -1 
3 -2 


X + t~ l 



En el ejemplo ti) del capítulo 13 se probó que Ah y Afo son soluciones del 
sistema homogéneo asociado. Además 


W(X u Xn){t) = det 


* r 1 

t 3t _1 


= 3 - l = 2 ¿ 0 . 


para todo / ^ 0 . por lo que la solución general del sistema homogéneo 
asociado es 



con c-i, i'2 en JR 


Sólo falta hallar una solución particular del sistema dado para obtener la 
solución general podida 

X = X h + X }¡ . 

Se busca ahora F tal que x \‘F f = G , as decir. F — j } l'~ l G di . Pero 


F' 


( f i' 1 

V * 3í- 1 

adj + 1 / 

det $ 2 V 

- K 


3/ _1 -f 1 \ 

-t t ) 

3t" 2 - 2r* 1 - 3 \ 

-1 + 2 t + t 2 ) 


■ ■. 
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"r 


por lo que resulta 


2\ /(—1 4-2 t + t 2 ) 


- 3) dt \ _ 1 / - 2 In |fi - :$! 


df 


-I + i 2 + f J /3 


Entonces una solución particular es 


j 


4-M-Sf 2 /3~ 2/ln kl 


—G + 3f - 2f- - 2f ln 
En resumen, la solución general <lel sistema es 
Á r = X h +X 1} 

= Qf 


1 ó C! r^' 


1 


3 


+ 


-2 

-3 


t í 1 
+ o 


3 


- / lu 


3 V 3 


con c¡ en IR para i= 1,2 . 


Nota. Un error común es multiplicar la solución particular JV ; , por una constante 
real c n+l en la expresión de la solución general del sistema no homogéneo (por 
ejemplo sería incorrecto escribir en el problema anterior 



con C 3 en IR ) ya (pie del hecho de que X p sea; solución de la ecuación no se 
deduce que c n +l^> también lo sea. Además. tenga presente (pie, si el sistema es 
de u ecuaciones, deben aparecer en la solución general exarf amonte ir parámetros 
t‘i i <»• * c TÍ . 

Ejemplo. 

b) Encuentre la solución general del sistema 

f ?'j = — 3jf i 4- ,f'2 + 3/ 

\ -f'4 = 2x\ —4.I-2 + q~ ! 
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—i*- 

Solución, Primeramente se hallará la solución general X/, del sistema 
homogéneo asoc iado. En este caso 


,4 = 


-3 1 

2 ~4 


por lo que 


Pa (A) = A" + t A + 10 = (A -\- 2)(A + 5) . 

Los autov,llores de A son entonces Ai = -2 y Ao = -5 . El lector puede 
hallar los autoespacios VA, y \\ 2 y voritienr que 


u, = S“ { ( \ ) } y = sn | ( _2 ) } • 


y por ello 


X\ = e' 


(!) ■ 


v X 2 = e 


— Fií 


1 

„9 


son soluc iones l.i. del sistema homogéneo X' = AA . Por lo tanto 


X h = oí c 


2t 


1 


+ r 2 X 


’(-D ■ 


A continuación se hallará una solución particular X p del sistema dado, para 
lo cual se forma 

/ ,s-2 1 


M; = 
qs- 1 = 
’At 


x‘ 2t 

•) oj 

i o- 1 

3 1 


f-'' 
-2 e _r>? 
i t .2<- 

3 c ' 


¿e* -ie* 


Como en este caso G = I E* J , se tiene 


tf _1 G = 


2f e 2i +ie' 
1 e rw — | e 4í 


= j yV~ l 


Gdf = 


t e 2í — ^ ^ e* 

_ J_ e 5í _ _L e 4>. 
5 25 t 12 r 


v finalmente 


X p = = 


<lf _ 27 , 1 

fi 50 ' 4 

_ 21 , i p -i 
5 1 50 ^ 2 
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Por lo tanto la solución general es 


X = C[ e 


t 

+ F 
5 


-2i 

(i 


con ci.f'2 f’n 


+ 

— Xf 

f 1 

í‘2 V 

\ -2 

l -( 

V) 

1 

+ - e 

'>o V 

21 ) 

4 


+ 



Ejercicios del capítulo 17. 


1. Halle una solución particular para cada SEDE. 

(a) X' = (" 

(b) A’' = í 

(c) *' = í 

'10 0 

(el) X' = ¡ 1 1 0 1 X + I 1 


3 

2 

—2 

).v + 

2 

-4 s 


5 


) x+ 

0 

1 ' 


-1 

0 

) x+ 




(c) = 


3. Considere el sistema 


tX' = 


3 -2 
2 -2 


X + 


—2/ 
f 4 - 1 


, t > 0 
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de la forma 



(10 Utilice el método de variación de parámetros para resolver el sistema 
dado. 


1. Se tienen dos tanques A¡ y A-¿ interconectados como en la figura 14.i. 
El tanque 4j contiene tiO litros de agua con. colorante y se sabe que <4 
colorante representa 25 litros del total: el .4? tiene 00 litros de agua 
pura. En el 4i entra a una velocidad de 5 !/nnn una solución con 20 Vi 
decolorante. Del .4| al 4 o la mezcla pasa a razón de (i l/initi . del 4¿ 
al 4i la mezcla pasa a razón de 1 l/nñn y del 4o al exterior a razón de 
5 l/mi¡t . 


(a) Encuentre la cantidad de colorante presente en cada tanque en el i lis¬ 
íame t . 

(h) ¿ Qué ocurre cuando / —* ec ' y 


5. Use la información que acompaña a la figura 17.1 para deducir el SEDL que 
describo los gramos do sal ./q..f 2 ,r* que liay, en cada instante / . en los 
l auques 4. B y C respectivamente, sabiendo que al comenzar el proceso 
•í'l = 2 , X2 = 0 . ¿'3 = 4 . 


oguo puro mezclo mezclo 

4qal/min Sgol/min Igol/min 


—E> , 


<3— 



C 

i 100 gal 



A 

100 gol 


B 

(00 gol 






mezcla 
6 gol/min 


mezcla 
5 gol/min 


mezc lo 
4goi /min 


Figura 17.1 


(>. 


Cpnsidere la red eléctrica de la figura 17.2: 
Halle un SEDL satisfecho por las corrientes 


k , 


h ■ 
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Figura. 17.2 


Sea .4 una matriz constante y G continua en im intervalo (a h] que con¬ 
tiene al vero. El método de variación de parámetros para 1 tallar una solución 

particular de X* = AX T G condujo a X t , — í'f/) / 'P"' 1 f0¿5(í) dt. es decir. 


-Y„ = vú) / ^ _3 (.s)r?i..s) ds 


-L 


ds . 


En este ejercicio se verá que si l -[ ; es tÚMjida o.propiüda-mcnf.c. ¡no os necesario 
calcular la inversa ríe ’Jq.s) que aparecí' en el integrando! 

En el texto se indicó que si U' es matriz fundamental, = 4Í' . Sea 

entonces <i> la matriz fundamental tal que = l 1t = la matriz identidad 

de i) K n . 

(a) Pruebe qt tf' <!»(/)(I» “ 1 (s ) = '!>(/ — s ) (Sittjt ■ truc /o: fije a y pruebe que el 
primer miembro satisface .Y' = AX . X(s) = Í H . Recurra al ejercicio 
2 riel capítulo 13.) 


Concluya que 


X P (t)= i 

J ti 


4?(1 - x)G(s) ds . 


JÓ? 
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PARTE IV 

ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN n 
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Capítulo 18 

Teoría general de la ecuación lineal 

Teoría general de la ecuación lineal. 
Ejercicios del capítulo 1 8 
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Recuerde que. según se definió en el capítulo 1, una EDO lineal de orden n 
-s una ecuación que adopta la forma 

Pn{t)y (n) {t) + Pn-i{t)y in - l] {t) + ...+p 1 (t)y'(t)+p (l (t)y(t) = h(t) , 


deudo pi funciones a valores reales definidas en un intervalo J de JH . Observa- 

■ ios que siempre que p n (t) ^ 0 para todo f en J . la ecuación puede escribirse 

■ n la forma 



hitl 

Pn(t) 


Haciendo 


para todo 1 < i < n 


g(t) = 


Ht ) 

Pn (0 


y «*(*) 


p¿(*) 

Pn(t) 


1 , la EDO original se escribe 


rt—1 

y [n) (t) + 51= ff(*) , para todo t en .1 
¿-o 



Las EDO lineales de primer orden ya fueron discutidas en el capítulo 5. En lo que 
sigue interesa el estudio de las de orden t> , con n >2 . En las secciones 2,4 y 2.8 
se muestran problemas que conducen a una ecuación diferencial ordinaria lineal 
de segundo orden. 


A continuación se enumeran algunos hechos que se utilizarán en lo que sigue, y 
sus demostraciones se dejan como ejercítación para el lector. 

Sea ■/ un intervalo abierto y sean 

U R ={f: /:.J —fl} T 

U(n) = { / € : / admite derivada de orden n para todo te J } , 

D k : U(k) — + U¡r . tal que D k {f) = — derivada de orden k de f 

(y por lo tanto D {i (f) = / (0 * = / ). Entonces 
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1) 

2) 


U (n) os su bes pací o del espado vectorial Üjr - 

D k es una transformación lineal de espacios vectoriales, es decir, que para 
todo o,b en JH y para todo /. g en U(k) se cumple 


D k {of + b<,) = aD l 'U) + bD k ís) 


3) Si se define 


L n — D '’ + i(t)D n 1 + .. . + a¡ (f)í? 1 + do(t}l . 


donde 

todo 


{ L„ 


I : U(f 0 —-> U 
f , entonces L,, 
V(n) — Ux ). 


ir es la función identidad tal que /(/) = f para 
es una transformación lineal de espacios vectoriales 


4) 


U„ = { U € U(n) 


es un subespacio de U(n) . 


L n {y) = 0 } 


Con la notación introducida en los problemas anteriores, la EDO (*), lineal de 
orden n. se escribe en la forma 


D"M #)) + 9n + ■ ■ • + “i (t)D 1 ( l ,(t)) + «*(»)/(#(<)) = g(t) . 

y de una manera más compacta, 

L a {y{t)) = gít) , para todo t en ,7 . 

A menudo, para simplificar aun más la escritura, se expresará la EDO (*) elimi¬ 
nando la variable t . es decir. 

L n (y)=g ■ 

entendiéndose que L n está definida como en el problema 3) anterior. ( L r , se 
llama operador diferencial lineal de orden n. ) 


Ejemplos. 

a) 


3 y in — ~y" + (3 sen f)y ! 4- (t 2 — 1 )y — é + ln (f - 1) 


En este ejemplo se tiene J — (1 oc) . Multiplicando la ecuación por 1/3 
resulta 


5 


in ■' u , . f f~ — 1 e 7 + ln (t — 1) 

y - j t if + + —— y =- f } - 


y por consiguiente 


5 -i5¡ 


L.s = D' s - D~ + (sen t)D 1 + ---7 . 

St 3 


í ‘ 
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b) Escribir la EDO del ejemplo anterior c omo mi sistema de ecuaciones dife¬ 
renciales lineales di' primer orden. 


Solución. Note que 


y"' = ~ (sen t)y‘ - — - — y + ^ 


e* -I- lxx (t - 1) 


Si se hace la sustitución 

</(*) = < {/{f) = .r 2 {t) ■ i/'it) = *»(*) . 

se Obtiene el sistema 


;l ‘i - 

,c 

■ lr > — 


¿a — 


.r-o 


1 -f 

3 




-■^1 - (sen t)x -2 + —.r ;J + 


v 1 + In (f - l) 


¡i t 


3 


que en forma matridal se escribe 


X' = 


O 

O 

i - t 2 
~ 3 


1 

O 


0 
1 

, 5 

— sen t — 
3 1 


X + 






Q 

n 


e* + 3n (/ - 1) 


\ 


y 


c) Escribir la ecuación 


y " 1 + V' -§✓ + » = o 


como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales tle primer orden y hallar 
d polinomio característico de la matriz ,4 asociada a dicho sistema. 

Solución. Trabajando como en el ejemplo a) se obtiene 

O 


A'' = 


O 1 
O ÍJ 1 
-1 3/2 -5 


PA (A) = det 


1 

O -A 


X 

O \ 
1 




1 


3 

- —5 — A 


y 


- Ía 3 + r,X‘ 


3 


A -+■ 1 


Si sí 1 compara Pa{\) con la ecuación diferencial, se observa que los coefi¬ 
cientes en p A ( A) son los coefic ientes de la ecuación diferencial con el signo 
opuesto. En el ejercicio 12 del capítulo 19 se verá que este hecho se cumple 
siempre, cuando los coeficientes do L n son constantes. 
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Observe que siempre es posible expresar vina EDO dada por L„ (y) = <j . en forma 
de un sistema de n ecuaciones lineales. En efecto, si L n (y) = rj y se hace la 
sustitución 


j'i = y , *2 = v' . tfn-i = J| 


i» = 


se obtiene el sistema 


*2 = *3 

< : 

r' — 

^n—1 

v A = - « 0*1 - «]*2 - « 2*3 

que en forma mat ricial se escribe 


. . . — «fj —2*n — 1 


Xn 

«n-1 *h + 9 


/ 

ü 

i 

0 

ü 

(1 

\ 


0 \ 



0 

0 

i 

0 

0 



0 

X* * 


; 

i 

; 

■ 



x+ 

; 



0 

0 

0 

0 

1 



0 



-«n (0 

-«i(0 

-«2 (*) 

... 

— fl n - l (/) 

/ 


9Ít) / 


La matriz A(t) del sistema obtenido se llama matriz compañera de L n y el 
sistema se llama sistema asociado a L sl (y) = <j . 


Lema. Sea X 1 = AX + G el sistema asociado a L n (y) — g . Entonces 


F = 


f \ 

r 


. con L n {f) = y , 


V / ln - ,) / 

si, y sólo si, F es solución vle X* = AX + G 

Demostración. 

{=>) Se probo antes con y = f(t) . 

( h 


(4=) Sea F = 
Entonces 


una solución del sistema asociado X / = -4X + G 


\ fu 
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fl = h 

fí - h 

< : 

/«-i * /« 

v /n — — do/l — «l/2 — &2h ... — rtn-Sf/n-1 ~ fl n -l/n + fl 

y por consiguiente 

f( n ) _ x( n— 1) _ jfíl —2J _ _ rff ft 

j\ — j 2 — /3 — =? J n = 

= -ao/i - «1 /[ - «2/" - - ■ • - - 2/1' 3) - o,,_ 1 f[ n ~ l} +g 

Entonces 

/í 1 + fln-i/í" *+■ - ■ + « 2 /r + fli/í + flo/i = fl , 

es decir, 


¿/i{/i)-fl ■ 

Teorema 1. Sea L n (y) = fl como en (*) con a^t) y g(t) continuas para todo 
O < * < n - 1 en un intervalo abierto J de 5X . Entonces, si í 0 esta en ./ , 
existe una única solución y = y{t) definida para todo t de J , del problema 
con condición inicial 

L n(y) = fl , fl(ío) = ¿1 , j/íto) = 62 , ■ , fl í,1_1) (f0) = K . 


Demostración. Sea Al 7 = .4A 4- G el sistema asociado a L n (y) = g , Entonces 
el problema dado se escribe 


X' = AX + G , X(t 0 ) = 


h \ 

h 

b n 


Como A y G son continuos en J , el Teorema 1 del capítulo 15 afirma que este 
último problema tiene una única solución X = X(t) definida para todo / en ./ . 
Pero por el lema anterior, 

i f \ 

r 


X = 


f(n-l) y 
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con / solución de L n (y) = y , y como además 




bi \ 
1*2 



f«a) \ 
f(t o) 


/ 




/ es solución del problema dado. La unicidad de X asegura la unicidad de / . 
porque si h fuese otra solución del problema, por el lema anterior 



h 

h' 


\ 




h in-l) 


/ 


sería solución del sistema asociado. Como además 



HU>) \ 


/ ¿1 \ 

y(t 0 ) - 

fc'(fo) 

= 

h 




bn / 


de:be ser A" = Y , y por consiguiente h — f . D 


Definición. Una EDO lineal de orden n se llama homogénea calando es de l¿i 
forma I„(y) = í). 

El siguiente teorema muestra que para resolver una EDO lineal de orden v 
L n (y) = y , es suficiente hallar todas las soluciones de la ecuación homogénea 
L n (y) = O y una solución de la ecuación dada. 

Teorema 2. Sea L„(y) = y cuino en (*) y sea y p una solución. Entonces y es 
solución de L„(y) = g si, y sólo si, y = y¡, + y p , con y h solución de la ecuación 
homogénea L n {y) = í) . 

Demostración. 

(=>) Si y es solución de L n (y) = y . sea yy = y — y P ■ Entonces, por ser L n 
una transformación lineal, se tiene 


f-'niVh) ^n{y ) fí(0 í/(^) d 
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Luego 

y = Vh + Vp , 

con yh solución de L n (y) = O , 

■*=) Como y = i/h + y p y L n es transformación lineal, se tiene 

Ln (y) — L n (y ¡¡J + L¡ n {'i-jp) — O + <) = Q . n 

Como consecuencia del teorema anterior es importante estudiar primero las cena- 
ames diferenc iales ordinarias lineales homogéneas de orden n . 

Teorema 3 Sea L n (y) = O . con L n = D a 4- a n -\D^~ l + .., + <i\D l + a 0 I , 
siendo o.,(t) continuas en un intervalo abierto ,7 , para todo O < i < n — 1 . 
Entonces dim Vl t = n . 

Demostración. El sistema, asociado a L n (y) = O tiene la forma 

X f = AX . 

i que en este caso g(t) = O . Como .á(í) es una matriz de n x n continua en J , 

■’ Teorema 4 del capítulo 15 asegura que dim V A = n . Sea { Xí,Xz . X n } 

nía base de Va y sea y } la primera componente de X, , para todo 1 < i < n . 
Por el lema anterior 

{ Uu y -2 . y n } Q v Lr< , 

Además, por el ejercido 10 del capítulo 18. el conjunto { j/x, y 2 _ <y n } es l.i. . 

Para ver que este conjunto es base de V¿ n * sólo falta ])robar que genera a V¡, r . 
Pero si y está en V¿ n - por el Lema 1 


V 


X = 


y 


y 


ín — l) 


\ 


/ 


está en Va ■ Entonces existen n__ r„ en IR tales que 

n 

x = Y, r¡ x> ■ 

■i .=i 

'.ualando las primeras componentes se tiene 


V = £ nVi 
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Corolario. Sea L n como en el teorema anterior y sea { tji . 1/5 ..... y n } un 
conjunto l.i. de soluciones de L, t {y) = O . Entonces todas las soluciones de dicha 
ecuación diferencial se obtienen dando valores a las ;/ constantes r, en la 
expresión 

Uh = cií/i + e 2 í /2 4-... + Cngn , con c* en R . 


Definición. U11 conjunto { yi . y n } C V¿ tl se llama «mj a/ií!o /anda m.erital dr 

solurione.fi si dicho conjunto es una base de V¿, n . 

EJ problema que se presenta es que en general no es fácil probar que n funciones 
son l.i. . Sin embargo, cuando dichas funciones son soluciones de un sistema ho¬ 
mogéneo L„(y) = O . el siguiente teorema provee un método sencillo para verificar 
si forman un conjunto fundamental de soluciones. Pero antes se dará la siguiente 
definición. 


Definición. Si •{ y ¡_.. } es un conjunto de soluciones de L u (y) — 0 , se 

llama wmnskiano de las n soluciones yi, _ y n a 


Ui 


1 U(í/ 1? . y n ) = det 


Vi 


<J2 

é 


í«-i) {n-t} 

Vi U 2 


Un 

Vn 


(n-t) 

Un 


\ 


/ 


Teorema 4. Sea L n = D n + a n -iD n ~ l + ... + aiD 1 + a$I . con a-¡{i} continuas 
en un intervalo abierto J , para todo 0 < i < 11 — 1 , y sean yi ...., y n 
soluciones de L n [y) = 0 en .7 . Entonces { y n } es l.i. si, v sólo si. 

W( yi .b , para algún di de J . 


Demostración. Sea X* — /LY el sistema asociado a L n (y) = 0 y 


y* \ 





(n - 1 ) 

Vi ' 


/ 


para todo 1 < i < 11 . 


Por el lema anterior y el ejercicio 10 del capítulo IH. { y\ . y ñ } es un conjunto 

de soluciones l.i. de L n {y) = 0 . si, y sólo si. { Xj,_, X n } es l.i. en V.\ . Pero 

por el Teorema 5 del capítulo 15 esto es equivalente a que .... y fí ){tü) # 0, 

para algún di en ,J . □ 
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Nota. Bajo las mismas hipótesis del teorema anterior se cumple que 

U r (yi. >y n }(h) 0 para algún í 0 de J si. y sólo si, U'(j/i—, í/nHO^ 0 

para todo t de ./ (esto se demuestra pasando al sistema asociado y aplicando el 
Teorema 5 del capítulo 15). 

Ejemplos. 

d) Verificar que 



son soluciones Li. de la ecuación diferencial 


y'" - ly n + 16.y' — 12i/ = 0 . 


Solución. El lector puede verificar fácilmente que yi , yi. y* son soluciones. 
Para ver que son l.i. se aplica el Teorema 4. Observe que los coeficientes de 
la ecuación dada son constantes y por lo tanto continuas para todo ;r en IR. 
Por ello basta verificar, por ejemplo, que 


W(y 1 <y 2 , y:i){0) 0 


Pero 



B (í/i ■ V 2 - /M)(d) = det 



e) Considere la ecuación 


r 2 ¡/ f — 4 ,ry' ■+■ Gy = 0 


Es fácil ver que Las funciones 


Vi (.') = // 2 O) = 1-íf 


son soluciones de la ecuación dada para todo x en JT? \ {0} . Note que aún 
cuando los coeficientes de la ecuación son continuos en IR , no es posible 
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pues la ecuación no es del tipo L n (y) = 0 (ya que el coeficiente de y ,f no 
es 1 ). Entonces se reescribe la ecuación como sigue 



cuyos coeficientes son continuos en IR \ {0} . Ahora, si x < 0 



y sí x > 0 



Es decir que 1C( J/i, y 2 ) = 0 , para todo x en IR \ {{)} . Sin embargo 


{ yixi)2 } <’ 9 I b. pues si 7 * 1 , r 2 son números reales tales que 


H Ui + r 2 y 2 = 0 



T’l + T'2 = 0 , — 'í"l + T'2 — 0 , 


por lo que rq = r 2 = 0 . 

¿Contradice este ejemplo el Teorema 47 No, pues el conjunto SI \ {0} 110 es 
un intervalo abierto. Si uno se restringe a .J\ = (—no 0) ó = (0 oc) . 
entonces sí si; puede aplicar el Teorema 4, pero { t¡i , y 2 } ya 110 es fifi, pues 
en un caso se tiene y± = — y 2 y en el otro tq = y 2 . 

f) Considere las siguientes funciones definidas en .7 = (—2 2) 



Vi í-i-) = .r sen 


i) Demostrar que { iq, y> }■ es linealmente independiente en J . 

ii) Explicar por qué {;i/i, y ?} no puede ser un conjunto fundamental de solu¬ 
ciones de una EDO lineal homogénea con coeficientes continuos en J. 
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Solución, i) Sean ri y r 2 números reales tales que 


riiji + Toy 2 = O en J 


Entonces 



Evaluando en xi = 1 y en x 2 = - i se obtiene 

i 4" = O . r i — ra = (J , 

es decir, n = /‘ 2 = O . Por lo tanto { //i. y 2 } os l.i. sobre ,7 . 

ii) Si { í/i,;i /2 } fuese un conjunto fundamental de soluciones de una tal 
EDO. debería existir un x ti en ,/ tal que 


lb'(yi,í/ 2 )(.ro) O . 


Sin embargo, si j'u > O 


sen x sen (— x\ \ 

f / 



W (yi*y 2 )(x<)) = det 


= o 



pues tiene tíos columnas iguales, y si *>'n < El 


iguales, y si i'o < El 



^(?yi ; í/2)(^o) = det 


= 0 


(H) _ ( rs ™ (l r )) 


,r sen 


pues sus columnas son dependientes, 
g) Dada 



explicar por qué el problema 

y" + y = f(t) . y{ 0) = o, ?/(()) = i 


tiene una única solución y(t) definida en IR . 
Solución. Observe que 


lim f(t) = 77= iim /(i) 



por lo que / es continua en t — tt . Pero claramente f es continua en t 
para todo t ^ x . Entonces se cumplen Las hipótesis del Teorema 1 y existe 
una única solución del problema. 
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Ejercicios del capítulo 18. ___ 

Nota. Se seguirá usando la notación 

L n - D a + ün-iD ,J “ 1 4- ... + aiD 1 + a.ftl 


siendo a¡ : ./ —• IR funciones continuas en un intervalo abierto J para todo 
i 1 - 

1 . Eli cada caso, plantee el SEDL asociado. 

(a) y"' - ti/' + y f - {sen t)y = eos t 

(b) ty n - ñr + %' = luí. y{ 1) = ?/U) = »"(1) = = 0 

(c) + .. . + tí/ + y - 


2. Halle un EDO lineal o problema de valor inicial equivalente. 


(a) X* = 


(bj X ( = 


í) 

1 

{} 

0 \ 


( 0 \ 

0 

0 

1 

0 

X 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

* 

-1 

t 2 

) 


3 1 + t 2 / 


0 1 
L 0 


X -+- 


0 

3 


X(0) = 


(0 


3 . En cada caso verifique que { ,t/.¡ } es un conjunto fundamental de soluciones. 
Halle luego la solución que satisface las condiciones iniciales dadas, indicando 
el intervalo de definición. 


(a) j-V - v + y = 0 

y\ = 

yi — t. ln x 
yfi) = 7 . t/(i) = 

(b) X 2 y" + ,ry f + ^.r 2 - 

- 1/2 

y l = ,t‘ L ’ - sen r 
- 1 ri 

y 2 = -c ' cos.í.' 





(c) /' + V = 0 

3/1 = 1 
y 2 = cas 3a: 

= sen 3;r 

//(O) = 3 , j/(0) = -1 . 

«"( 0 )= 2 

(d) x V - 6 y = 0 
¡/i = 

:á 2 = «t - -2 

y(l) = 2 . »'(!)« 0 
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4. Sea ( j/i,..., y n } un conjunto fundamental de soluciones de la EDO lineal 

Ln(y) = o ■ Encuentre una relación entre \V(i/ ] . y n )(i) y a n _i(t) . 

{Sugerencia: halle el SEDL asociado y utilice el ejercido 11 del capítulo 15.) 



del Teorema 3 7 

6 . Halle dos soluciones del problema xy"— y 1 = I) . /;(()) = ¿/(O) = 0 , Explique. 

7. Si y es solución de L n (y)=g< 



i cuánto vale t/ 7 ° (;r (J j 7 

8 , Sea { ¿/i. y 2 } un conjunto fundamental de soluciones de L 2 (y) = 0 en el 
intervalo (a b) y sea .t'o £ (a b) . Pruebe que 

(a) y i e y 2 no pueden anularse simultáneamente en .r 0 : 

(b) yi e y 2 no pueden alcanzar si mu Itái a 5 amen re extremo relativo cu .; n 


Además. 


(c) sien .r tl hay un punto de inflexión para jt/j e y 2 . ¿qué puede concluir? 

(d) Generalice (a). ( 1 >) v (c) para L n {y) = 0 . 

íl. Suponga que </i es solución de L 2 ( y ) = 0 en un cierto intervalo J y que 
tji (t) 0 para todo t de J . 

(a) Demuestre que y 2 , definida como sigue, es solución de L 2 {y) = 0 . 


q- j íí i (?) f ix 


U) = í/iíX) j 


(b) Demuestre que { i/i. y 2 } es lineal mente independiente. 

10. Sean ¡h, y 2 . Vk funciones definidas en un intervalo J . Suponga que 

las derivadas de orden n - 1 existen. Demuestre que { yi . y k } es 

linealmente independiente si, y sólo si. 


Vi \ 

¡Á 


m \ 

ú 


Vk \ 

’ vi 




son linealmente independientes. (Note que (=^) es el ejercicio 3 del capítulo 


15.) 
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Capítulo 1 9 

Resolución de la ecuación diferencial lineal 
homogénea con coeficientes constantes 


Caso en que jtxes una raíz real de multiplicidad m de p^íA). 

Caso en que p es una raíz compleja no real de p in < X). 
Ejercicios del capítulo 19 
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t 


En este capítulo se verá que siempre es posible encontrar una base de soluciones 
de L n (y) = 0 , cuando 

L n — D n + a n -iD n 1 + ... + (ij.jp 1 ■+■ o,q! , 

con a-i constantes reales^ i — 0 , 1 ,,.., n —1 , Más aún, se probará que los elementos 
de dicha base son de la forma 

t r e (lt ó i 1 ' t' nt eos bt ó t T e ai sen bt , 

con r t a y b números reales. Por tal motivo es importante decidir bajo qué 
condiciones funciones de estos tipos son lineal mente independientes. . 

Lema. Sean A].Afe números complejos distintos entre sí. Entonces el conjunto 

{ t r e A ’ { ; .3 = 1 ,..., k ; r = O,..., rn e } 
es l.i. en el espacio vectorial Ug — { / ; f : Mi —> € } . 

Demostración. Sean a sr ( s = L.... A: ; r — O__ m 8 ) números complejos 

tales que 


mi iTH. 

ai r t r e Al< + ... + ükrt r e Xhi = O , para todo t en M 

r=0 r=0 

Entonces 


/ mi 




| a\ r t r 1 + .., 4* c Xkt í a¡ ír t r J — O , para todo f en Mi , 

\r=0 / \r=0 


Para cada j ( 1 < j < k ), considere el polinomio 

Pj{t) = y2 a J>'$ t * 


r=0 
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Por lo tanto se tiene 

pi(t) e A|/ ' + ... -f- Pk{f) ■= O , para torio t en Si . 

Pj = O para todo j , resulta a sr — O para todo s y r , como se Quería 
probar. 

Suponga entonces que existe algún pj já O . Más aún, se puede suponer que 
Pj ^ d > para todo j . Se multiplica la última igualdad por e _Alí y se obtiene 

k 

Pi (í) 4- Al ' ft — O , para todo £ en JR . 

3=2 

Si se deriva (mj + 1) veces respecto de £ resulta 

k 

^ qj{t) e (Vr ~ AlJ ' = O , para todo t en IR , 

3=2 

donde qj es un polinomio en t, del mismo grado que pj (yaque Xj-Xi ^ 0 , para 
todo j 1 ). Se multiplica la última igualdad por e -(-Vj-Ai)t y a continuación 
se deriva {ni 2 + 1) veces respecto de t , Se repite este proceso hasta obtener 

Qk (í) e fAt ” Aíi “ 1 ^' = O , para todo t en M , 

donde q k (t,) es un polinomio en £ , del mismo grado que p k . Por consiguiente 
se tiene 

9 fe(í) = O , para todo £ en IR . 

Pero siendo q k un polinomio de grado m. k , no puede tener más de m* raíces. 
La contradicción proviene de suponer que algún Pj =É O . □ 

Teorema 1. Sean Xj ( 1 < j < k ) y uj,Vj ( fc +1 < j < s ) números reales con 

v j ^ 0 para todo j , tales que (v,j,Vj) y Xj ^ X¡ si j ^ / , Entonces 

las funciones a valores reales 

í r e A)í , con 1 < j < k , O < r < mj 

£ r e Ujt eos (vjt) , t r e ujt sen {vjt) , con k + 1 < j < s , O < r < mj 

son 11, en Ur = { f ; f \ Si —* Si) . 

Demostración. Por comodidad llame n = A: + 1 , y sean a hr , b hr y c¡ iT 
números reales tales que 
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7 Tli 




r e A,í 


e A,í + ... + " a-krt‘ 

r=G r=0 

m n 771 & 

+ e Ur>i eos (v n t) + ... + b# r t r e u,i cos(u s ¿) 


r=Ü 
m r 


■rs= (I 
m a 


+ ^ c nrí ,, e v " t sen(v„í) + ... -f ^c gr í r sen (M) = O , 


r=0 


r=0 


para todo f en JR . Si se escribe 

Aj = Uj + i u¿ , para todo n < j < s , 


resulta 


e u>f cos(íJjí) = ^e A,í + e Ajf ^ i 

e 1,ji sen (ují) = ^e Ají — e Aji — , 


2 i 

para todo n < j < s . Reemplazando y agrupando convenientemente se tiene 

ttci mfe 


r=0 


+ 


m 7 


m. 


m P 




r = 0 


r=ü 


+ 

E 


r=G 


^nr 


i ■ 



r 

1 


í 


t r e Así = 0 , 


para todo / en 2R . Como Aj,..,, A*, Xk+i ,.... A„ Afc +1 ..... A a son por hipótesis 
números complejos distintos entre sí, se deduce del lema anterior qne 

afir = 0 , si 1 < h < k , 0 < r < rrih 
Oír 


bhr ± — = 0 , si n < /i < a , 0 < r < , 


por lo que 


bhr = c/i,- = 0 , si n < h < s , 0 < r < 


m h , 
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Definición. Si L n = D n + + ai D 1 + a Q I , con a 0 , «i* * ■ 

números reales, se llama polinomio auxiliar o polinomio cmucterístico da 


polinomio 

PL n (A) = A Tl ftn-iA” 1 + ... + ai A 4- ao . 


t 6*71— l 


L 


n 


al 


Nota. Observe que el polinomio característico se define solamente cuando los 
coeficientes de L r¡ son constantes reales. 

Teorema 2. Si L n tiene coeficientes constantes ao*ai,... <a„_i y si p es 
raíz real de pL n (A) , entonces y = es solución de L n (y) = O . Más aún, si 
pi,..., //„, son raíces reales de pi n distintas entre sí, entonces las soluciones 

Vi - e** , 1 < i < >n, 

son lineaimente independientes, y si m = jí. , estas soluciones forman un conjunto 
fundamental. 

Demostración. Como 

D k (y) = p k e flt , para todo k , 


se tiene 

L n {y) = p’*e' ,t +o„_iíi n_ 1 .e'“ + ... + ai)ié lt +at¡e l,t 

= e>“ PL M = *r*o = O ■ 

La independencia lineal de las soluciones resulta del Teorema 1 . 

Por otra parte si m — n , como dim V Lr¡ = a , el conjunto { .. y n } es base 

de V¿ n , es decir, es un conjunto fundamental de soluciones. O 

Ejemplo. 

a) Resolver la ecuación 

y"' + 2 y"- y'- 2 y = O . 


Solución. El polinomio auxiliar de esta ecuación es 

p{\) = A 3 + 2A 2 - A - 2 = (A - 1 )(A + 1)(A + 2 ) 
Por el teorema anterior, las funciones 

Vi = e f , y2 = e _í , U:\ ~ e _2í 
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forman un conjunto fundamental ríe soluciones, y entonces la solución general 
es 

J¿ J iTJ j 

y = cíe + C2<? + cge , con en IR , 


Nota. Si L n tiene coeficientes reales, sean Ai,...,A r todas las raíces (reales o 
complejas) ele Pi^fA) , y sea m ? la multiplicidad de X 3 en pi Jn (A) . Entonces 

/>L.(A) = (A-Air ,,.(A-A r r- , 

r 

con rn.j > 0 , para todo j , nij = n y X s ^ Xj si s + j . 

j=i ^ 

Si se desea resolver la ecuación L n (y) = 0 , de acuerdo con el corolario del 
Teorema 3 del capítulo 18 , será suficiente construir m. } soluciones a partir de 
cada Xj ( 1 < j < r ), de modo que el conjunto de las n soluciones obtenidas 
sea lineal mente independiente , Esto es lo que se hará a continuación. 


19,1 Caso en que n es una raíz real de multiplicidad m de pL n (A). 


En este caso se tiene 

TlJA) = q(X)(X - / f ) m , con q(p) ¿ O . 
Pero por la definición de polinomio auxiliar resulta 


L n — pL n (L>) 


EH 


v entonces 

L n = g(D)(D - vi)™ . 

Sean 

íd = e" t , = , ... , . 

A continuación se probará, por inducción sobre k , que 

(D — fj.í) ti ((jj) — O , para todo 1 < j < k . 

En efecto, si k = 1 , 

(D - nD( Ví ) = D( Vl ) - m = (y - //e " 1 = - net* = O 


I 1 !En adelante, para simplificar la nutación, se usará D en lugar de D l . 
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Si se supone verdadera la afirmación para k — 1 , se probará que es cierta para 
k . Por hipótesis inductiva 

(.D — = 0 , para todo 1 < j < k — 1 , 


y entonces 

(D - pJ) k {yj) = (D - pl){D - pl) k ~ l (yj) = 0 , para todo 1 < j < k - l . 

Falta probar que la ultima igualdad es cierta para j = k : 

(D — fil) k (y k) = (D-fiI) k - 1 {D-»I)(t k ~ 1 e‘' t ) 

= (D — ¡.il ) k ~ 1 [{k-l)t k - 2 e^ + t k ~ 1 pe tit - eP* ] 

= {fe — 1)(D — /x/) fr_1 {£ fc ~ 2 e^ f ) 

= (k-lKD-filf- 1 ^!) = 0 . 

Se tiene entonces el siguiente teorema. 

Teorema 3. Si p es una raíz real de pi n (A) T de multiplicidad m , entonces 

Vi - e w , y2 -te^* . y m =t m ~ 1 ¿ ii 

son soluciones de L n (y) = O . Más aún, estas soluciones son linealmente indepem 
dientes. 

Demostración. Por lo observado anteriormente 

L„(yj) = (q(D)(D - p.l) m )(Vi ) = ?(D )((0 - nl) m { y¡ )) = q(D)( 0 ) = ü , 
para todo 1 < j < m . 

La independencia lineal de estas soluciones es consecuencia inmediata del Teo¬ 
rema 1. O 

Ejemplos. 

a) Resolver la ecuación 

/"- 3 / + V-ÍT» 0 . 

Solución. El polinomio auxiliar de esta ecuación es 

p( A) = A 3 - 3 A 2 + 3 A — 1 = (A - l) 3 . 
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Por el teorema anterior v por ser la dimensión del espado de soluciones igual 
a 3 , las siguientes funciones forman un conjunto fundamental de soluciones 

Vi = e É , yo- te* , y 3 = t 2 e* . 

En consecuencia, la solución general es 

y — £\ e f -I- + c¿t 2 e* , con c ¿ en SI . 

b) Resolver la ecuación diferencial 

y f "-y”-v' + y = o ■ 

Solución. El polinomio auxiliar de esta ecuación es 

p(A) — A 3 ~ A 2 - A + 1 = (A - 1) 2 {A + 1} . 

A partir de Ai = 1 se construyen las soluciones 

Vi ® e* , y 2 = t e! , 

y a partir de A 2 = — 1 se obtiene la solución 

Como por el Teorema 1 estas tres soluciones son linealmente independientes, 
la solución general es 

y = c.\ e* + C-2Í C í + C3 e _i , con c¿ en 1? . 


19.2 Caso en que /i es una raíz compleja no real de . 

Si L n tiene coeficientes reales y y es una raíz compleja no real de p Lm ( A) , 
entonces y y y son dos raíces distintas de pl tí (A) (ver problema 4) de la 
sección 16.2). Por la discusión hecha en la nota anterior a la sección 19.1, se desea 
construir 2 m soluciones l.i. a partir de y. . si m es la multiplicidad de y en 
pi n (X) . A continuación se verá que esto siempre es posible. 

Sea y lina raíz compleja no real de PL n { A) * Entonces y = a + bi , con a, b 
reales y O . Sean 

yi = Re () = e nt eos bt e y 2 ~ Im ( e (íl ) = e at sen bt . 
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Paia verificar que tji e son soluciones de L n (y)= Q se debe notar que, como 
fi es raíz de p Lu (A) • se tiene 

Pl«M = í(A)(A - /¿)(A -J ¡) = <y(A)(A 2 - 2A Re (yj) + |y/| 2 ) , 
y por 1(3 tanto 

¿n = (£>) = ?(¿>)(T> 2 - 2 Re {//)£> + |yi| 2 J) . 

Pero 

{D 2 -2Re(p)D + \p\ 2 I)(yi) = (D 2 -mD+{a 2 + b 2 )I)(e at eos bt) 

— e £if (« 2 eos bt - 2 ab sen bt — b 2 eos bt) 

- 2 a e tli (a eos bt - b sen bt) + (a 2 + b 2 ) e at eos bt = O 

Entonces L n (y i) = () . En forma similar se puede comprobar que L n {y 2 ) — 0 . 
Es decir que yyj e y 2 son dos soluciones que se obtuvieron a partir de p. 

Más aún, el lector puede probar (haciendo inducción sobre k ) que si p es una 
raíz de p Ln (A) de multiplicidad m , entonces para todo k < m se cumple 

(D 2 - 2a D + (a 2 + & 3 )J) m ( t k e at cosóf) = O 

(D 2 - 2 aD + (a 2 + b 2 )I) m (t k e ai sen bt) = O , 

y por lo tanto 

L n {t k ^ cosbt) = r(D)(D 2 - 2 aD + {a 2 + b 2 )I) m (t k e ai eos bt) = O 

¿n(í^e aí seniif) = /-(D)^ 2 - 2aí? + (a 2 -J- b 2 )I) m {t k e at sen bt) = O . 

En consecuencia, y teniendo en cuenta el Teorema 1, 

t k e aí eos bt , con O < k < m — 1 

f*' e oí sen , con O < k < m - 1 

son 2m soluciones Li. de la ecuación (¿y) =- Ü . que se obtuvieron a partir de p. 

Ejemplos. 

a) Resolver la ecuación diferencial 

y (í — 2j/ + 5^y = 0 . 

Solución. El polinomio auxiliar es 

P { A) — A 2 - 2A + 5 , 
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cuyas raíces son 


Por lo tanto 


fi = 1 + 2 i y ¡t = 1 — 2 i , 


tf lt = e íl+2l,i = e í+2íl = e* (eos ‘2t + í sen 2t) , 
yi = Re () = e* eos 2t , 
í /2 = Im (e M< ) ■ e* sen 2t . 

Como se obtuvieron dos soluciones l.i. de una ecuación lineal de orden 2 , 
la solución es 


y = ci e í eos 2/ + é‘2 e* sen 2í , con c¡ en i?? . 


b) Resolver la ecuación diferencial 

y ÍV - 4 y" f + Uy” - 20;t/ / + 25^ = 0 . 


Solución. El polinomio auxiliar es 

p{ A) = A 4 - 4A 3 4 - 14A 2 - 20A + 25 = (A 2 - 2 A 4* 5 ) 2 , y 
las raíces de p(X) son 

p = 1 + 2 i y J¡ = 1 — 2i , 

ambas con multiplicidad 2 . Por lo tanto 

e Mt _ e t+2ti _ e. t (cas2í4- isen2£) . 

y\ = Re (e^ ) = é eos 2 í , 

y 2 m fe 1 eos 2 t , 

— Im (e MÍ ) = e* sen 2 1 , 

//4 — te* sen 2 í . 

De acuerdo con el Teorema 1 estas soluciones son l.i. . y como el orden de la 
ecuación lineal es 4 , la, solución general es 

y = e f (ci eos 2 1 4- cot eos 2 f + sen 2 1 4- 04 1 sen 2 t) , 

con Ci variando en SI . 
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c) Resolver la ecuación diferencial 


y 


tu 


-y" + y' -y = o 


Solución. El polinomio auxiliar es 

p(A) = A 3 - A 2 + A - 1 = (A - 1)(A 2 + 1) , 

cuyas raíces son 1 , i . — i . 

A partir de la raíz A = 1 se obtiene la solución 

Vi = e* . 

A partir de la raíz ;í — i se obtienen las soluciones 

y 2 — Re (e 1 f } = Re (eos t + i sen t) = eos t , 

£/3 = Im (e 11 ) = Im (eos t -f i sen t) = sen í , 

De acuerdo con el Teorema 1 estas tres soluciones son l.i. , y como la ecuación 
lineal tiene orden 3 , la solución general es 

y = í’i e f + C 2 eos t 4- 1<3 sen t , con e¿ en IR . 

d) Hallar la única solución del problema 

V ,!t - y" + y'-y = o , y<7r/2) = O , yW2) = y>/2) = -1 . 


Solución. Como la ecuación es la misma del ejemplo anterior, bastará con 
determinar d, c 2 , en y de modo que se cumplan las condiciones iniciales. 


Es decir, 


y{“¡ 2 ) 

= C'i e*'' 2 

4-r*3 

VW 2) 

= ci e*/ 2 

“C 2 


= r?i e 7 ^ 2 

-P3 


Resolviendo este sistema de ecuaciones por el método de Gauss, se obtiene 


e -W2 i 1 

c ‘i “- 2 — ’ “ 9 1 c 3 — 2 * 

y entonces la solución es 

íí = -ie <i -’ r '' 3) +icos( + isení . 
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e) Resolver la ecuación diferencial 


y IV + V = 0 


Solución. El polinomio auxiliar es 

p( A) = A 4 + 1 . 

Para hallar las raíces de p( A) es necesario encontrar los números complejos 
A tales que v^—T = A . Esto se logra mediante la fórmula de De Moivre 
(ver 16.2), como sigue: 


-1 

Ai 

A 2 

^3 

A 4 


— eos tí + i sen ir = cis ir 


= CÍS7T/4 = 


1 + i 

sñ 


— cis (tt/4 + tt/2) = 


— 1 Hh i 


cis (”/4 + 7r) = — 1 — = A 2 

v 2 

cis (tt/4 + 6tt/ 4) = = Ai . 


Entonces las siguientes funciones, que son l.i, por el Teorema 1, forman una 
base de soluciones de la ecuación dada. 

y-L = Re (e Al L ) - e í/v ^ cos(t/v^) 

j /2 = Ini ( e* lf } = e í /v/ ^ sen (t/\/2) 
yz - Re(e* JÍ ) « e-V^ 5 eos (t/y/2) 

2/4 — Imfe* 2 *) = sen(í/\/2) 

Por consiguiente, la solución general es 

y — ¿/sTi Ci co s[t/y/2) + C2sen (í/\/2)] 




+ e 


con a variando en JR . 


C3 cos(£/\/2) + C4 sen (í/\/2)] , 
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Nota. En el último ejemplo uno podría haber hallado las cuatro raíces de p( Aj 
sin hacer uso ele la fórmula de De Moivre. notando que 


A 4 4-1 = (A 4 + 2A 2 + 1) - 2A 2 = (A 2 + l) 2 — (\/2A) 2 

= (A 2 - \/2A + 1)(A 2 + \/2A 4* 1) - 


Nota. En resumen, si los coeficientes de L n son constantes reales siempre. 
es posible construir (mediante los procedimientos explicados) un conjunto 
fundamental de soluciones de la ecuación L ;J ( y) = 0 • _ 


En efecto, si Ai,, A r son todas las raíces reales de pl„ (A) y 

A r+ i,..., X a , A r+ i, ■. >,As 

son todas las raíces complejas no reales de Pl t 1 (A) , sea nij la multiplicidad de 
A, ( 1 < j < s ). Por consiguiente la multiplicidad de Xj es m¿ ( r +1 < j < s ), 
y entonces 77 ij + ... + m r + 2 (ítv+ i +... + m$) = n . Por lo tanto, si Xj — Uk d- i t T í¡ 

( T + 1 < j < s ), 

t k , con O < fe < mi - 1 

t k e Xrt , con O < k < m T - 1 

t k e nr+lt cüs(c r+1 í) , con O < k < m r +i - 1 


t k e Ust cos(M) , 
t k e" , +lí sen(ti r+ ií) , 


con O < fe < tn a — 1 
con O < fe < m r+ i — 1 


t k e Ufi sen (v s t) , con O < fe < m s — 1 
son n soluciones 1.i. de L n {y) = O . 

NOTA IMPORTANTE. En la práctica no es aconsejable resolver el sistema 
asociado para hallar la solución de una EDO lineal de orden n , El pasaje a un 
sistema asociado no es más que un argumento teórico para justificar los métodos 
obtenidos en el capítulo anterior para resolver L n (y) = O . 
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Ejercicios del capítulo 19. 


NOTA: Se seguirá usando la notación 

¿n = D n + 1 4 ... 4 ctiD 1 4- üol , 

siendo a.¡ constantes, aunque a veces oqI se reemplazará por ciq . 

1. Resolver. 


(a) 4¡í = O 

(b) y JV + 2 y" 4- y = O 

(c) y v '-2y /r + 17y"' = 0 

(d) (Z> 3 — 3Z? 2 -h 4X> — 12)(y) = O 

(e) (D — a) k {D — b)(y ) = O , con a y b constantes reales diferentes 

2. Resolver (en todos los casos es k > 0). 

(a) y” + k 2 y = 0 

(b) y" - k 2 y = 0 

(c) y n 4- k 4 y = 0 

3. Halle L n , sabiendo que las raíces del polinomio auxiliar son 

(a) 0 (doble), —2 , 1 

(Sugerencia-, desarrolle (D — D) 2 (í) + 2)(f?- 1) .} 

(b) 1 (doble). 2 i . -2 i , 0 (triple) 

(Note que (p - 2i)(D + 2i) = D 2 + 4 .) 

(c) i (doble), -i (doble) 

4. Halle la solución de 

V" + V = 0 , 2/(0) * 1 , ?/({)) = -l, /(O) - 3 . 


5. Comí) corolario del Lerna de la sección 19.1 demuestre que 


( 


det 


1 

r\ 

n 


i 

r 2 
-.2 


1 

u 

„2 


\ 


0 , 






r n— 1 

' n 


/ 


si los números reales r 7 son diferentes entre sí. 

(Sugerencia; (D - r i) (D - r -¿)... (D - r n ) - D n + a n -i D n ~ 1 + .,. + aoI = L. 
Calcule el wronskiano de un conjunto fundamental de soluciones.) 


231 






www.elsolucionario.net 


6. (a) Suponga que todas las raíces del polinomio característico de L n tienen 

parte real negativa. Pruebe que si L n (y) = O , entonces liin y(t) = O . 

{Sugerencia: si { yi , Vi ,..., y n } es un conjunto fundamental de solu¬ 
ciones, ;qué forma tienen los </¿ ? Pruebe que lim y¿(t) = 0 .) 

(b) Suponga que las raíces simples del polinomio característico de L n 
tienen parte real < O . y que las restantes raíces tienen parte real 
negativa. ¿Qué puede concluir acerca de las soluciones en [O + oc) l 

7. Si 6 y c son reales positivos, pruebe que las soluciones de y" + by'+cy = O 
tienden a cero cuando t — +oc (Sugerencia: use el ejercicio 6.) 

8. Sea k constante real. Resuelva la EDO lineal (no homogénea) y" = k{y+l) 
mediante el cambio u — y 4- 1 * Analice los casos fe~ O , fe>0, fe<0. 

9. Discuta las soluciones de i/'+by'+cy = O según sean las raíces de A 2 +í>A+c 
reales diferentes, reales iguales, complejas no reales. 

10, Sistema masa-resorte con movimiento no amortiguado (o movimiento armó¬ 
nico simple ). En la sección 2.4 se obtuvo la EDO de segundo orden 

mx"(t) + kxU) = 0 , 

siendo m la masa suspendida y k la constante del resorte, ambos números 
positivos. Por el ejercicio 2 (a) de este capítulo, las soluciones son de la forma 
x = ¿q sen bt + 02 eos bt , es decir, movimiento periódico. Al igual que en el 
ejercicio 9, x puede escribirse como A cos(wí + oí) .Se define: 

período - — (tiempo en que completa un ciclo) , 

üJ 

frecuencia = (número de ciclos por unidad de tiempo) , 

2:r 

amplitud — A . 

Si k no ha sido explícitamente dado, se calcula colgando una masa m , 
midiendo el estiramiento h producido y recordando que se tendrá my — kh . 
Adopte como unidades kg , metros, segundos, Newtons; así la masa viene 
dada en ky , y — 10 m/s 2 y k viene dado en N¡m , 

Según lo convenido, 

x = 0 es el punto de equilibrio, 

x < 0 por encima del punto de equilibrio y 

fíx- * 

v(t) = — < 0 indica que la masa está subiendo . 

f-I + 
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Habrá solución única al problema cuando se especifiquen .r(0) (posición 
desde la cual se suelta el resorte) y .r'(0) (velocidad inicial de la masa 
cuando se la suelta). 

(a) Una masa de 4 kg estira un resorte en 10 cm , Cuando t = 0 la 
masa se suelta desde un punto que está a GO cm bajo la posición de 
equilibrio, con una velocidad dirigida hacia arriba de 2 m/s . 

1) Halle , la posición del cuerpo en t > 0 . 

2) Halle amplitud, frecuencia y período, 

3) Halle el instante en que el cuerpo pasa por la posición de equilibrio 
por n-ésirna vez, para t > 0 . 

4) Halle la velocidad máxima que alcanza la masa. 

(bj Un resorte se («tira 20 cm por la acción de una fuerza de 15 A 7 . 
Una masa de 3 kg se fija al extremo del resorte. Si el sistema se 
pone en movimiento con posición inicial ,r(0) = 0 y velocidad inicial 
('(0) = —10 m/s . conteste las preguntas 1) a 4) de la parte (a). 

11. Una cadena de densidad uniforme A kg/rn tiene ti m de longitud y se 
desliza por una mesa sin rozamiento y sin modificar su longitud. Al comenzar 
el movimiento pendía de la mesa 1 m ríe la cadena. Halle el instante en que 
la cadena cae de la mesa (Sugerencia: la fuerza neta ejercida sobre el trozo 
colgante acelera al sistema completo.) 

12. Sea X' = AX el sistema asociado a la EDO lineal L n (y ) = 0 , Sean 
Pa(A) el polinomio característico de .4 y <?(A) el polinomio auxiliar de 
L n . Demuestre que = (—l)"q ( Sugerencia: desarrolle det(A— \I) por 
los cofactores de la primera columna.) 

13. Sistema masa-resorte con movimiento libre: amortiguado. Se vio en la sección 
2.4 que la ecuación diferencial de un sistema masa-resorte sobre el cpie actúa 
una fuerza de amortiguación proporcional a la velocidad (por ejemplo, una 
fricción) es 

+ cx f (t) + kx(t) , f > 0 , 

siendo rn , o y k reales positivos. Note que al dividir por m se obtiene 
una EDO del tipo analizado en los ejercicios 7 y 9. 

(a) ¿Cómo se comparan las soluciones del caso “amortiguado” con las del 
“no amortiguado"? ¿Se puede despreciar la fricción si es pequeña? 

(l>) 1) Cuando c 2 > 4 km , el sistema se llama sobrenrnoHiguado, Dibuje 

las soluciones. 
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2) Cuando < J = Akm . el sistema se llama críticamente amortiguado. 
Dibuje las soluciones. 

En los dos rasos anteriores, pruebe que la masa regresa a la posición de 
equilibrio a lo sumo una vez. 

3) Cuando c 2 < 4 km . el sistema se denomina aubamortiguado. Dibuje 
las soluciones. Pruebe que el cuerpo regresa infinitas veces a su 
posición de equilibrio. 

(r) En los tres casos, explique cómo hallar el máximo desplazamiento al¬ 
canzado por la masa y cómo se compara con la posic ión original ,r(0) . 


14, De un resorte de constante de elasticidad k = 2 cuelga una inasa de 500 gr . 
Se estira hacia abajo el resorte i m y luego se lo empuja hacia abajo con 
velocidad de 1 m/.s . Si el medio ofrece una resistencia igual a 2,5 veces la 
velocidad instantánea, halle la posición .r(f ) y el máximo desplazamiento 
( Sugemnciü: note que ./'(O) = i .) 

15. Del resorte anterior cuelga ahora una masa de 125 gr y se sabe que el medio 
ofrece una resistenc ia igual {mmlencamente) a la velocidad instantánea. Si el 
peso se suelta desde una posición de equilibrio con velocidad dirigida hada 
arriba de 3 m/a . halle la posición j:(/) y el máximo desplazamiento. 


16 . 


Se considera un resorte de constante de elasticidad k = '2 . del cual se cuelga 
una masa de 200 gr . La amortiguación se supone igual a (0. A)v(t) en todo 
instante. Se comprime el resorte hasta que el peso se halle a 2 tu sobre la 
posición de equilibrio y se lo suelta. Analice la solución .r(f) . t > 0 . 




www.elsolucionario.net 


Copítuío 20 

Ecuación diferencial lineal no homogénea 

Método de variación de parámetros. Método del anulador. 
Método de coeficientes indeterminados. 

Ejercicios de! capítulo 20 
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En este capítulo se estudiarán métodos para hallar uno solución y p de una 
EDO lineal no homogénea 


L n{y) = g - 


20.1 Método de variación de parámetros. 


Este método permite hallar una solución y p de una EDO 

V (T ' } + • ■ ■ + ai(t)y f + a 0 (t)y = g{t) , 


ai ff{t) .V «i(0 son continuas en un intervalo abierto ,7. para todo 0 < i < n - 1, 
aún cuando las oy (t) no sean constantes, siempre que se conozca un conjunto 
fundamental de soluciones de la ecuación homogénea asociada L„(y) = fl. 

Sea { yi, -} un conjunto fundamental de soluciones de L n {y) = 0 . Si 

X f = AX + G 

es el sistema asociado a L u (y) = y - se ha probado que si se escribe 

/ ÍV,- \ 



, 1 < i < n , 


entonces { A i.. A 2 j ■.., X n } es un conjunto fundamental de soluciones del sistema 
homogéneo asociado (ver capítulo Id. lema y ejercicio 10). Por ello. 


* = (1 -V* 1 ... | x n ) 


es una matriz fundamental asociada al sistema X 1 = AX . Aplicando el método 


de variación de parámetros para sistemas se obtiene 1111 a solución particular 
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del sistema asociado a L n {y) = y * Pero entonces la primera coordenada ¡j. p de 
X p es una solución de L n (y) = <1 (por lema capítulo 18). y entonces 


lip — (l/i * * ■ ■ ■ í/n) 


/i 


/n 


^ ^ jli j i ■ 


/ = ! 


con 


A 

/ 




o \ 


dt . 


o 

V y / 

Observe que mientras una solución de L u (y) = 0 tiene la forma 


f'lVl -+*..■ + ('nVn ' 

con Cj en tf? , la solución particular obtenida ij p es de la forma 

fiVi + •:,* * + JnVn ■ 

con f¡ funciones elegidas para que tjp sea solución de L,¡{ tj) = y ■ 

Ejemplo. 

a) i) Verificar que 

//i = x , y 2 — -r lar¬ 
es un conjunto fundamental de soluciones de 

x 2 y" - xy + y = Ü , si O < x < oc . 
ii) Encontrar la solución general de 


1 


x 2 y n - xy + y = - . si O < x < oc . 

Solución, i) La ecuación homogénea dada se puede escribir como 

/ - V+ 4 ¡'=° ■ 

uf 

cuyos coeficientes son continuos para todo O < x < oc . El lector puede 
verificar que e son soluciones de esta ecuación. Para verificar que 
son Li. se calcula 

X x in ;r 

1 + ln x 


w(y l ,m)= det. ( ^ te ) = det ( * 


= X 
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Por lo tanto. 

y entonces { y\, U2 } es un conjunto fundamental de soluciones en (0 oo) . 
La solución general de la ecuación homogénea es por consiguiente 

y h — e L x + C- 2 - 1 ' ln x . con c,¿ en M . 

ii) La ecuación no homogénea puede ser escrit a como 

„ 1 , 1 1 
y —u + -ó y = — , 

x x ¿ .r’ 


cuyos coeficientes son continuos en (0 oc) , lo mismo que g{x) — —s. 

x -J 


Aplicando el método de variación de parámetros se tiene que. como 
$ = 


x x. ln r 
1 1 + ln ;r 




-i 


adj'P _ 1 / 1 + In.r —x lru: 
det ’P ,r \ — 1 ■( 


•-O - j ('-!■' _ r )(,;»■)-( 


- ln x /r 3 
1 /¿c 3 


Integrando por partes resulta 


mientras que 


Fin consecuencia 






y entonces 


1 ln.r In.r 1 

yp = hm + hv2 = t - + — — = — . 


4.r 2,r 2.r 4,i‘ 

De acuerdo con el Teorema 2 del capítulo 18, la solución general de la 
ecuación dada es 

y = (\x + cnx ln x + , con c¿ en IR . 

4.r 
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Nota. Un error común es multiplicar la solución particular y p por una constante 
real c n +i en la expresión de la solución general del sistema no homogéneo (por 
ejemplo es incorrecto escribir en el problema anterior 

if — c\x + -es* ln x + cz ~ , con a en IR ) 

ya que, del hecho de que y p sea solución de la ecuación, no se deduce que c n +1 y p 
también lo sea. Además tenga presente que, si la ecuación diferencial dada tiene, 
orden ?/ , en la solución general deben aparecer exactamente n parámetros 

Ci.■ 

Ejemplo. 

b) Resolver la ecuación diferencial 

3 y” + 21 y — sec 3x . si 7 t/6 < x < tt/ 2 - 
Solución. Se debe escribir la ecuación en la forma 

y" + 9 y = ^ sec; '¿x 

O 

cuyo polinomio auxiliar es 

/;(A) = A 2 Hr 9 = (A + 3i )(A — 3i) . 

Por lo tanto 


yi = e° T eos = eos 3 :í; 

y 2 = e ,)J sen 3,r ~ sen3j: 
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>h> = fíVi + Í2U2 ■ " .- 27 — 

Entonces la solución general es 

y — Ci eos + 02 sen + jLr sen 3.r — 

y 


eos 3 a 1 ln 1 cos3.r| 1 



27 


eos 3.r ln(-cos3r) 


27 


con c.¿ en IR . 


20.2 Método del anulador. 


Este método permite hallar una solución y p de la ecuación 


Ln{y) = y {n] + Yi aiy{>) = ¿/(O 


i=0 


cuando a¡ es constante para todo 0 < i < ri - 1 , y para cierto tipo de funciones 
g(t) , concretamente, cuando y{tj es suma de funciones de los tipos 


5 x(fc) = e fVÍ q{t) senpt , 
g 2 (t) = e aí r(t) eos bt , 


donde q{t) y r(t) son polinomios en t y o, J.a.b son números reales. 

Definición. Si T es un operador diferencial lineal de orden n y g pertenece a 
U(n) se dice que T anula a g o es anulador de y si T(g) = 0 , 

En las secciones 19.1 y 19.2 se vio que 


(D-aI) m {t k e at ) - 0 
(. D 2 - 2 aD + {a 2 + b 2 )J) m (t k e oi eos bt) = 0 

(D 2 -2aD + (a 2 + ;3 2 )I) m (t k e ai sen0t) = 0 

siempre que 1 í) < k < m — 1 . Por tal motivo el operador 

(D — al) m+l anula a e wí r(í) , 


(D 2 - 2 aD + (o 2 -f R 2 )I) m+l anula a gj(t) y 
(D 2 - 2aD + (a 2 + b 2 )I) m+l anula a g 2 (t) - 


si q(t) y r(f) tienen grado m . 
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Ejemplo. 

a) (D — I) mi anula a te 1 y a e 1 (2 1 2 — 1) . 

(D~ — 2D + 10/)" anula a e f (í — 2) eos 'M y n e* (2/ + 5) sen 3/ . 


Nota. Por lo observado antes, es fácil encontrar un operador diferencial lineal con 
coeficientes constantes, que anule a una función del tipo r/i ó <j 2 ■ Si t/(f) es 
suma de varias Funciones de los tipos gi y </2 . el producto de los operadores 
diferenciales lineales con coeficientes constantes que anula a cada una de ellas es 
un operador diferencial lineal, con coeficientes constantes, (pie anula a y (ver 
ejercicio 4 de este capítulo). 


A continuación se verá cómo construir una función t¡ p tal que ¿ fl (,Vp) = //(O ■ 
cuando g es suma de* varias funciones de los tipos y\ y <¡2 y L n tiene coeficientes 
constantes. De acuerdo con le nota anterior existe un operador diferencial T 
de orden r , con coeficientes constantes, que anula a ry . En consecuencia, si 
L n (¡j p ) = g(f) , aplicando T a ambos miembros se tiene 

(T o Z,jn)(f/p) = (I . 

por lo que ¡j p es solución de la ecuación homogénea 


(T o L n )(y) = fl . 

Observe que. como ToL }i es un operador diferencial lineal de orden rn = u+r , con 
coeficientes enlistantes, es posible' liallar todas las soluciones de la última ecuación 
mediante los métodos estudiados en el capítulo 19. Sea { Zi(t) • ■ ■ ■ t (f) } un 
conjunto fundamental de soluciones de (T o /.„ )(//) — 0. Nótese que como 


PTc z.. n (A) = pr( A )Pl tí (A) , 

ya se puede suponer que { i,.... z n } es uu conjunto fundamental de soluciones 
de L,dy) = 9 . En consecuencia, la solución general de (T o L. n ){y) = 0 es 

fi rrl jn 

y = V c i z ¡ + V" <-i r n — !/h + c? Zj , 

/=1 í=n+l ¿"íH-1 

siendo y¡, la solución general de L n (y) = 0 . Como (T o L n )(y p ) = 0 , existen 
Aq,..,, k lfi en Si tales (pie 

n m 

yp — A’j ti + ^ ^ k{Zj . 

i=l j=n+l 
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Pero debido a que 

íi(í) = ■£ /) ( ¡Ip ) ~ ■í'ft ^ i V J d” ^ j ■*•"! J L rl | k j Zj j H - L n | k}Z 

= O + L„ i bjZ¡ J , 


rn 


i.=n-r I 


,í =1 


m 


0 = 


ví = r( + l 


basta con tomar ki = £3 = ... = í: n = O y determinar las restantes L, de modo 
que se cumpla 


L n ( ¿ biZi ] = g{t) 


V¿ = íi + 1 . 

Ejemplos. 

b) Halle una solución particular de la ecuación 

y" — ¡1 = (f 2 + 1) . 

Solución, E 11 este caso Lo = D 2 — 1 y la ecuación dada se escribe 

(D- -I)(y)= e“ (fl + 1) . 

Además, un operador diferencial que anula a e 2t ( t 2 + 1 ) es 

T = {D-2I) :i , 

Por lo tanto, aplicando T a ambos miembros de la ecuación dada, se tiene 
A '(y) = (T o L 2 )(y) = {D- 2lf(D* - /)( y) = O , 
cuyo polinomio auxiliar es 

P.víA) = (A - 2) : '(A 2 — 1) = JA — 2) 3 (A - i)(A + 1) , 

y la solución general de N(y) — O está dada por 

y(t) — (ci e f + en e _í ) + (es e 2í + r 4 tv 21 + c^t 2 e 2f ) 

^ yh(t) + f{t) . 


Por lo tanto 


Ll(y) = ¿ 2 (^) + ¿ 2 (/) = ¿ 2 (/) 
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Se desea que y = y p sea solución de ¿¿(i/) = fi2í (7 2 4- 1) , por lo que se 
debe cumplir 


e~* (t 1 + 1 ) = Z, 2 (¡y„) = L 2 (J) 

— e 2¿ + ( 8 í '5 4- 'írq)/ 4* (2r’5 + 4c¿ + 3cg)] 

Comparando coeficientes se obtiene 

35 8 1 

Ps = 27 ’ Cl = _ 9 ’ Cñ ~ 3 ' 

mientras que c\ y ca pueden tomar cualquier valor real. En particular, 
tornando cq = ^ = 0 , resulta 

/ 35 8 , 1 2 \ 2f 

Vp ~\27 9 í+ 3 í J e ' 

c) Resolver la ecuación diferencial 

y” - 3?/ = 8 e 3r + 4 sen x , 

Solución. En este caso se tiene L¿ — D 2 — 3iA, y la ecuación dada se escribe 

(D 2 - ZD)(y) = 8 e 3x -f 4seiu’ . 

Además, el operador (D - 37) anula a 8 e ír , y el operador (D 2 + 7) 
anula a 4 sen ;r , por lo que el operador 

T= (D-3J){D 2 + I) 

anula a g(x) = 8 e :ÍT 4 - 4 sen :r . Aplicando T a ambos miembros de la 
ecuación diferencial dada, se tiene 

N(y) = (T o L,)(y) = (D - 31) (D 2 + I)(D 2 ~ 3D)(y) = 0 , 

cuyo polinomio auxiliar es 

p N ( A) = (A - 3)(A 2 + 1 )(A 2 - 3A) = A(A + i)(A - i)(A - 3 ) 2 . 

Por lo tanto, la solución general de N(y) =0 es 

y = rq + c ‘2 e 3 " 1 ' + C;i jr e 3x -f eq eos ^ 4- C 5 sen 2 


- í/h O) 4- C' A x e + C 4 eos x + Cñ sen .r 


* 
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En consecuencia, 

Li(y) = O 4- L%{c$x e' h ' + rq eos x -f q» sen r) 

= 3r : jC ,lr - (r 4 + 3eg ) eos .r + (3 í: 4 ■ rv,) sen x . 

Se desea que y = tt p sea solución de 

L^iy) = 8 e 3j + 4sen x , 

por lo que se debe cumplir 

3rs* e ,1,r - (f *4 4- drrj) cos,r 4- (Ikq — r ft ) sen x = 8 e J> + 4 sen x . 

Comparando coeficientes y teniendo en cuenta la independencia lineal de las 
funciones e 3r ,cos.r. sen x , se obtiene 

8 6 2 

c 3 = ñ » f b = t - ~r ■ 

íj o o 

Por consiguiente, la solución general de la ecuación dada es 

S 6 2 

V = !Jh + Up = a + €2 í‘ ,;r 4- -S e' í ,: + - cosa- - - sen x , 

d t) t) 

con Cj variando en IR . 


20.3 Método de coeficientes indeterminados. 

Este método presenta las mismas restricciones para su aplicación que (4 del anu- 
lador, ya que puede ser usado solamente cuando la ecuación L n (y) = g(I) tiene 
coeficientes constantes y g(t) es suma de funciones de los tipos 

gi(t) = e ai q(t) sen bt , 

02 (i) = e ui r{t)co$bt . 

donde <j(t) y r(t) son polinomios en t . En realidad, como se verá, este método 
no se diferencia mucho del método del andador. 

Observe que las funciones de tipo g\ y g¿ incluyen a las funciones exponenciales 
< 12 (t) = ke n> (tomando b = 0 y r(í) — k ), a las funciones polinómicas (tomando 
a = 0 y b — 0 ), a las funciones senoidales gi{t) = k sen bt (tomando a = 0 
y q(t) = k ) y a las fundones cosenoidales giit) = Acostó (tomando a = fi 
y r{t) = k ). Es fácil verificar que si se aplica L n a una fundón exponencial, a 
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una polinómica y a una senoidal o a una cosen oíd al. el resultado es una función 
exponencial, un polinomio y una combinación lineal de las funciones seno y coseno, 
respectivamente. Por ello, si y{t) es suma de funciones de los tipos gi y g 2 
antes mencionados. es lógico pensar que es posible bailar una solución y p de la 
ecuación dada, combinando adecuadamente exponenciales, polinomios, funciones 
senoidales y funciones coseuoklaies, A continuación se considerarán los siguientes 
casos. 

Caso I, g{t) es uu polinomio de grado m . Es decir. 

Ífí 

L n {y ) = ^2 r¿t 1 . con r ni / 0 . 

¡=Ü 

donde r¡ son constantes conocidas. 

Por las observaciones hedías más arriba, parece natural buscar una solución par¬ 
ticular de la forma 

¿=ü 

Sustituyendo y p en la ecuación diferencial e igualando coeficientes de las mismas 
potencias de f (comentando por los coeficientes de f" ! ) se tiene 

= f UL 

^ : f>- s ír¿-3 + “ ?T m — 1 

etc.. 

Observe <|Ue si a u £ 0 . es posible obtener todos los en función de los números 
conocidos ai y r, . Poro si a» = U . ya la primera igualdad es una contradicción 
pues r u , ,¿ 0 . Por ello, si <q, = 0 . o sea si cero es raíz de pc í; (A) . y si o es la 
multiplicidad de dicha raíz, se toma 


iip 


= C £ s ,r 


/t.rrU 


ya que de este modo el coeficiente de t >!> en L n (y p ) no será nulo. 

Ejemplos. 

aj Hallar una solución particular de la ecuación 

U* - V = -r- 2 . 
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Solución. El polinomio auxiliar os 

p(A) =* A 2 - 5A = A(A - 5) . 

Como coro os raíz do p(A) con multiplicidad 1 . so toma 

ifp = x(ax 4- h) — ax 2 + bx . 

Por colisión i ente 

i¡ v — 2ft.r + b 

i/p = 2 fl. 

¿2Í¡yp) = 2a — 10a.r — 5í> = :r — 2 . 

Por lo lauto 

os decir, o — —— , 

10 

b) Halle la solución genera] de la ecuación 

y” - 5 1 / ~ x — 2 , 


2 a - bb = -2 y - lOu = 1 
, A 

o = — . v entóneos 
25 

1 2 9 

llr ' 7iT' r + to j ' ' 




Solución. El polinomio auxiliar es 

p(A) = A(A — 5) . 

La solución general de </" - .«/ - 0 os entonces 

!/h — í i c í>r 4" Co o , r 

En el ejemplo anterior so halló una solución particular y p de la ecuación 
dada, por lo que la solución general os 

i 1 2 9 

V = i/h + Up = ri + e 2 e - —x 2 + — x . 

c) Resolver la ecuación diferencial 

tí m + v" - y - y = 3 1 2 +1 . 
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Solución. El polinomio auxiliar es 

j,(A) = (A-l)(A + l) 2 , 

y entonces 

í/h = í’i e* ( 2 e _í + c.it e “ f , con r¡ en IR . 
Observe que coro no es raíz de p(A) , por lo que se toma 

y p = at 2 + bf + c , 

Por lo tanto 

y' p =2at + b , y" = 2a , y'" = 0 , 

y entonces 

L(y p ) = —aP - (b + 2a)t + 2a - b - c = 3f 2 + 1 . 
Igualando los coeficientes, resulta 

a — —3 , —2a — b — 0 , 2a — b — r = 1 . 


y por consiguiente 


Por ello 


a = — 3 , b = 6 , c =—13 . 


y p = -M 2 + 6 1- 13 , 


y la solución general es 

y = Vh + y P = (-1 e f + c% e _í + Cs te~* - 3t 2 + 6 1 


13 


Caso II. y(t) es el producto de una función exponencial y un polinomio de 
grado m . En este caso se tiene 

m 

e ai ^2 r ¿ 1 t con r m ¥= o , 

¿=0 

donde r* y o son constantes conocidas, es decir, 

m 

L n (y) = p"' V nf . 

i~ 0 
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Por las observaciones hechas anteriormente, parece natural buscar una solución de 
la forma 



Como se vio en el capítulo lí), { e í!í , f e oí , — t m e at } es linealmente inde¬ 


pendiente. Por ello, sustituyendo y p en la ecuación diferencial e igualando los 
coeficientes de f l e at , O < i < m (comenzando por los coeficientes de t m ). se 
tiene 


*m(«O + ?•!«■ + + ■ ■ ■ + On-ia n 1 + a”) ~ r m 


es decir. 


*inPL* (a) - r m 


Obsede que si pi n (a) = O , se llega a una contradicción pues r m f) . Por ello, 
si a es raíz de pj Jn y si a es la multiplicidad de dicha raíz, se toma 


m 



ya qué se puede demostrar que de este modo el coeficiente de t m e ot en L n (y p ) 
no será nulo, se podrá obtener s m , y luego todos los demás , O < i < rn . 

Ejemplos. 

d) Resolver la ecuación diferencial 


y'” 4- y >! - y' — y = (t+ 1} e 2i . 


Solución. El polinomio auxiliar es 

p( A) = A 3 + A 2 - A - 1 - (A - 1)(A + l) 2 


y entonces 

Vh = di e f + (-2 + Czt e _t , con q en JR 

Observe que, como 2 no es raíz de p( A) . se toma 

V P = («t + ¡>) e 2t . 

Por lo tanto 


Vp — e 2i (ti + 2b -f~ 2qf) 
y”) = e ‘ 2í (4u + 46 + 4af) 

Up ~ e 2 * 1 (12a + 86 -f- 8<3t) , 
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y entonces 

L{y p ) = e 2f (15a + 9b + 9at) = (i + l)e 2t 
Igualando coeficientes resulta 

9a = I , 15« + 9b = 1 . 


v por consiguiente 


Por ello 


y-p 


y la solución general es 


1 ; “ 2 
" = <; • ^ 27 


L _ 1_\ e 2< _ M Z 1 e 2í 

9 27/ 27 


l\t — 2 

;y = c j o f +C 2 e"' + c :i f e"‘ + ~ e 2 * , con q 

2 í 


e) Resolver la ecuación 




Solución. El polinomio auxiliar es 


/>(A) = (A-1)(A + 1) 2 , 


y entonces 

Vh = t: i e' + c'2 < . 

Corno —1 es raíz de multiplicidad 2 de p( A) . se toma 

Up = (} t 2 e _í . 

Por lo tanto 

¡4 = a( 2 í —f*)e^ 

!/" = n(2 - it + í 2 ) e _í 

y’" = a(—6 + 6t — t~) e _í , 

y entonces 

I-(í/p) = -4«.e _í = 3e -f . 
Igualando coeficientes resulta 


a = — 


3 

4 


en i?? 
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y por consiguiente 


^ ,n —t 


La solución general es por ello 


3 

y = c\e 1 +c 2 e _/ + C3¿e _í 


Caso III. g(t) es el producto de una función exponencial, un polinomio de 
grado m y. o bien mía función senoidal, o bien una función cu senoidal. Es decir, 
Ln(y) = g(t) con 

/ \ 


g(t) = e üí r k t k sen írf ó 


a=o 


ff(¿) = 


./n 



donde íí, í> y r* son constantes conocidas. 

Nuevamente, por las obseivaciones hechas anteriormente, parece natural buscar 
una solución particular de la forma 



f 5"^ Skt k I eos bt + I ) sen bt 

\fr=o / \a.=o / 


Sin embargo, como en los casos anteriores, se puede ver que si y. = a + b i es raíz 
de multiplicidad a de p/., r (A) , al aplicar L n a y p y tratar de determinar los 
Sk y los Uk de modo que L n (y p ) = g(t) , se presentan inconsistencias. Por ello, 
si ¡.t — a + b i es raíz de multiplicidad rv de p¿ n , se toma 


Vv 


= e aí 



eos bt + 



sen bt 


Ejemplos. 

fj Hallar la única solución del problema 

y" - 2y r + 5y = é sen 21 , ¡/(O) = /(O) = O 
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y entonces 


Por lo tanto 
Observe que 


e (i+ 2 i)t _ e* (eos 2 t + i sen 2 í) 

¡ji ■ Re(e (1+2l)í ) = e* cos2£ 

y 2 = Im((^ 1+2 '^) = e f sen 2 í . 

Vh = í’i e* eos 2í 4- c '2 e* sen 2f . 

como /j = 1 + 2 i es raíz de multiplicidad 1 de p(X) , se toma 
y p = í e* (a eos 2 1 + b sen 2 /) . 


Por lo tanto 


y p — (i - |-1) e f (a eos 2f + 6 sen 2/) 4 t e ? (—2a sen 2í 4- 2b eos 2 1) 
y p — (# + 2)e* (aeos21 -I-6sen2í) + (t 4- 1) e* (—2asen2í 4- 26cos2f) 
4 (t 4- 1) e 4 (— 2a sen 2f 4 26 eos 2í) 4- t. é (—4a eos 21 — 46 sen 2f). 

y entonces 


L(y p ) — ( O )té sen 2 1 4 ( O )te f eos 2 f 4 - ( -4a Je' sen 2 í 4 ( 46 ) é eos 2 1 
= e* sen 2 í 

Igualando coeficientes (posible, pues según se vio en el capítulo 19 

{ e aí eos bt. t e at eos 6 í,..., t Tn eos 6 t, e at sen 6 ¿,..., t m (?* sen 6 f } 


es siempre l.i.) resulta 


y por consiguiente 


a — — - , 6 = 0 , 
4 


f e* 

ij p =-— eos 2 t , 


té 


y = y h 4 - y p = C\ e eos 2 1 4 C 2 e sen 2t-- eos 2t . 

Finalmente, para que y( 0 ) = í/( 0) = 0 , es fácil verificar que c\ — 0 y 
c 2 = 1/8 , por lo que la respuesta del problema es 
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Aunque en la realidad el caso III incluye a los dos anteriores, a continuación se 
reúne en una tabla lo obtenido en cada caso. 


Caso 

9{t) 

Vp(t) 

I 

m 

¿ r k t* 

fe=0 


II 

e«‘ 

C e“' 

1 —i 
f—1 

1 —1 


t a e uí ( y - ' Skt k ] eos bt 4- ( sen bt 

. V*=o / \k=0 / J 


En la tabla anterior se está suponiendo que 0 es raíz de multiplicidad a de 
Pl„ i en el caso I, que a es raíz de multiplicidad o de p/, Ti , en el caso II, v que 
a+ bi es raíz de multiplicidad a de p Ln , en el caso Til. (Aquí se entiende que 
si y. no es raíz de p(X) , ¡t es raíz de multiplicidad cero de p(A).) 


Nota. Recuerde que se dijo que el método de coeficientes indeterminados se puede 
utilizar sólo cuando ios coeficientes de L n son constantes y g(t) es suma de 
funciones del tipo III. Hasta ahora sólo se consideró el caso en que y(t) es una 
función de este tipo. La siguiente observación resuelve el problema cuando g(t) 
es suma de funciones del tipo III. Sea 


í*n — + a n -iD n 1 + ... + + at)I , 

con ai = üi(t) no necesariamente constantes, y sean f¡\ . g r funciones a 

valores reales, y i 

■Mí/) = 9i(t) + 92(t) + . ■ ■ 4- flr(0 

e ypi(t) es una solución particular de 


Ln(y) = 9i{t) , para 1 < i < r . 

entonces, por ser L n una transformación lineal, 

\ 


vi í 9p t J — (j/p.) — , 

\¿=i / i=l 


es decir, Vp — ^2 Vpí una solución particular de L n (y) = Qi{t) + ... + g r (t). 
i= 1 
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Ejemplo. 

g) Hallar la solución general de 

y fri — y ,f y* —■ y ~ 2 + eos 2t . 


Solución. El polinomio auxiliar es 

p<A) = A 3 - A 3 + A - 1 = (A - l)(A 2 + 1) = (A - 1)(A - i)(A + i) 

y entonces 

y h = f'i e ¿ + í ‘2 eos í + c ;í sen t . 

Para hallar y p . por la nota anterior, basta con hallar 

y Pl , solución de y N> — y" 4- y 1 - y — 2 

. solución de </" — */' + y - y = eos2 1 . 

Se toma y )n — o y resulta a = — 2 . 

Se toma 

y P2 = b sen 2í + c eos 2t , 


y resulta 


Entonces 


1 


Zfa = TF (-2sen2t + cos2í) . 
lo 


1 


;V ? , = 1 / Pl + y P3 - -2 4 - —(-2 sen 2t + eos 2 t) , 

10 

y por lo tanto la solución general de la ecuación dada es 

y = ci i>! + c ‘2 eos t + c% sen t - 2 + ~ (-2 sen 2í 4- eos 2t) . 

10 


Se han presentado tres métodos para hallar una solución particular de la ecuación 
L n .(y) = g . Para poder compararlos parece interesante resolver un mismo proble¬ 
ma mediante cada uno de ellos, 


Ejemplo. 

h) Hallar una solución particular de la ecuación diferencial 


y" — 2y' + 5 y = e l sen 2 í 
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Solución. 

1) Método de variación de parámetros. 

El polinomio auxiliar es 

p(\) = A 2 — 2 A + 5 = (A — (1 + 2i)}(A - (1 - 2 i )) . 


Por lo tanto 

yi — e* eos 2 / , yo = e f sen 2i 
es un conjunto fundamental de soluciones de 

Sea ^ la matriz fundamental de dichas soluciones, es decir, 


/ e/ eos 21 e* sen 2 1 

\ e 1 (eos 2í — 2 sen 2 t) e 1 (sen 2f + 2 eos2t) 


adj 'P _ 1 / (sen 2/4-2 eos 2t) *-sexi2t \ 

— dct 'i' — 2 o* V (2sen2t — cos2í) cos2f / 



2 ) Método del anulador. 

En este caso se tiene Lo = D 2 - 2D + 5/ y la ecuación se escribe 

(D 2 - 2D + 5/)(;y) = e 1 sen 2 1 . 

Además el operador T — ( D~ — 2 D + 5 1 ) anula a e 1 sen 2 1 , por lo que 
aplicando T a ambos miembros de la ecuación diferencial dada se tiene 

N(y) - (T o L 2 )(y) = (D 2 - 2D + 5 1){D 2 -2 D + 5/)(y) = 0 , 

cuyo polinomio auxiliar es 

p\ r — (A 2 — 2A -I- 5) 2 . 
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- 


Por lo tanto, la solución general de N{y) = 0 os 

y — eje 1 eos 2 1 + c‘ 2 sen 2 1 + c¿t eos 2 í + c^fe 1 sen 2 / 

= yk + (q eos 2 í + 04 sen 2 í) . 

En consecuencia se debe cumplir 

L 2 {y p ) = L 2 (t e f (e>* eos 2 1 + C 4 son 2 1 )) =- e* sen 2 í , 

Pero ya en el ejemplo f) de la sección 20.3 se calcularon las constantes C 3 
y C 4 (que en dicho ejemplo se llamaron a y b ) resultando 

^ = -4 Y C4 = 0 j 

y por consiguiente 

eos 2 1 . 

3) Método de coeficientes indeterminados. 

Fue resuelto en el ejemplo f) de la sección 20.3 . 

A continuación se comparan los métodos estudiados en las secciones 20 . 1 , 20.2 y 
20.3 para obtener una solución particular de L n (y) = g(t) . 


Método 

Ventajas 

Desventajas 

Variación de 
parámetros 

Sirve aún si los coefi¬ 
cientes de L n no son 
constantes 

Es necesario conocer 0 
poder hallar un conjun¬ 
to fundamental de so- 
lociones de L n (y) = 0 . 

Sirve para cualquier 
(j(t) continua. 

Si > 2 , el cálculo 

de l P _1 puede ser lar- 
ge» y engorroso. 

Involucra cálculo 
de integrales. 

Coeficientes 
indetermi¬ 
nados 0 del 
anulador 

Es de aplicación sen¬ 
cilla, sin necesidad 
de me mor izar fór¬ 
mulas 

Sirve sólo cuando 
los coeficientes de L n 
son constantes. 

I nvo hicra solan tente 
el cálculo de deriva¬ 
das y do sistemas 
de ecuaciones lineales. 

Sirve sólo para cierto 
tipo de funciones g(t). 
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Ejercicios del capítulo 20. 


1 . En cada uno de estos casos, 

• verifique que yi t es solución de la ecuación homogéneo ,, 

• halle í /2 mediante el ejercicio capítulo 18, 

• encuentre la solución general de Loí.V) = fj mediante el método de 
variación de parámetros. 

(a) t 2 y " + ty' + y = sec( ln t ), en (e ”"^ 2 e *'' 2 ) , y\ = cos( ln f) 


1 


(b) /“y" - 4ty' + 6y = -, para / > 0 , y-¡ = t 2 

(c) (f 2 — l)jy' ,/ — 2t?/ + 2 y = í 2 - 1. si -1 < t < 1 , ;yj = t 

(d) (1 — t)y“ + ty f - y - 2 (t - l} 2 e _í . para 1 < i , í/i = é 

2 . Utilice variación de parámetros y resuelva. 

(a) y" 4- y = sec 2 t tg t 
2 


ib) y r, -y = 


1 + e í 


(c) y " + 2 j/ - 8 ;v » 2 e~ 2 * - e~ f , 3 /( 0 } = ?/( 0 ) = 0 

(d) y " + 2^ + ?; = e -í Inf . f > 0 , y(l) = ~ , ;y'(l) = 0 

4e 

(e) ?/" + y f = tgí , < í < | 

3. Resuelva, utilizando el método de coeficientes indeterminados. 

(a) y" + % = 5í + 2 e -t 

(b) y!"-y”^t+é 

(c) # y -16í/®l-16cos2í 

(d) Ú * 1 + 4?/ + 5y ss 10 , y(0) = //(O) = 0 

(e) y” + 4?/ + 5*/ = 8 sen f , y( 0) = ?/{0) = 0 

(f) y lv -Ay" = St- e 2i 

4. Sean Pi y P 2 polinomios con coeficientes constantes. Supóngase que 
Pi(D)(yi) = 0 . P 2 (.D)(i/ 2 ) == 0 . donde D es (como en el texto) el operador 
derivación. Sea Q = PiP 2 . Pruebe que Q{D){y\ + y 2 ) = 0 . Generalice. 

5. En cada caso halle un polinomio P tal que P(£>) anule a la función. 
(Sugerencia-, use el ejercicio 4.) 
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(a) 1 + Ge’ 1 

(b) (l-í)e 3 ‘ 

(c) sen t + 2 eos 5í 

(d) F 4- e* eos 3 1 

(e) t 2 (l — eos t) 

t>, Resuelva usando el método del polinomio anulador. 

{a) ¿/'4-tr</ = sen at 
0>) v m - / = e.‘ +1 

(c) y" + 2 y* + y — + e _í 

7. Sistema rriasa-resorte con movimiento forzado es el que resulta cuando (ade¬ 
más riel posible efecto de amortiguación) actúa sobre el sistema una fuerza 
exterior F(t) dirigida a lo largo del eje del resorte. La ecuación diferencial 
es entonces 

+ ro:-'(0 4- kx(t) = F(t } , para todo t > O T 

con c > O . Son particularmente importantes los casos en que F(t) = 
n eos at ó o sen at , con a > O . Resuelva el problema dado por: 

x íf 4- a> 2 .r = a sen at . j;(0 ) = .r'(0) = O , 

1) si a ^ u; . 

2 ) si (i = ¡ai . 

Calcule lint x(t) . 

►-hoc 

8 . Considere mx" 4- ex' 4- kx = F{t) , .r(0) = ,ro . *r'(ü) = t?o • Suponga que 
c > 0 . ¿Qué puede decirse de los valores de x(f) para t grande? 

9 . Una boya cilindrica de masa m se sumerge xq metros bajo el agua. Al 
soltarse, describirá un movimiento oscilatorio. Describa x(t) observando que 
la boya se despinza liada abajo por efecto de su propio peso y hacia arriba 
por el Principio de Arquímedes, Suponga que el agua ofrece una resistencia 
proporcional a la velocidad del cuerpo y que en ningún instante la boya 
queda totalmente sumergida. 
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Capítulo 21 

Resolución de la ecuación diferencial lineal 
con coeficientes variables 

Ecuación de Euler. 

Método de Reducción del orden de D'Alembert. 
Ejercicios del capítulo 21 
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En el capítulo 19 se estudió un método para hallar la solución general de 
Ln{y) = O , cuando los coeficientes de L n son constantes. En este capítulo se 
verá cómo solucionar este problema, en algunos casos, cuando los coeficientes son 
variables. 


21.1 Ecuación de Euier. 

Una ecuación de Euler es una ecuación diferencial de la forma 


*"»<"> + + ... + b¡ty' + boii = Q 


(*) 


con bj en M para todo 0 < i < n - 1 . 

Observe que si t ^ 0 , multiplicándola por l/t n , la ecuación se escribe 


yW + +...+ 

I J n 


&1 1.^0 
-i y + fn y ~ ^ ' 


cuyos coeficientes son continuos en (0 oc) y en (—oc 0) . Por tanto siempre es 
posible hallar la solución general en uno de estos dos intervalos. 

Para resolverla se supondrá t > 0, y entonces se puede hacer la sustitución 


t= e u , o sea u — ln t, 

fbi t < í) , se hace t = — e u y se procede en forma análoga.) Observe que como 


dt t ? 

si se llama s — a(w) = p( e w ) , resulta 

s» = y'( e” )e“ 

s"{u) = y"( e u ) e 2lJ + y*{ e r ') e u 

- l/'(e u )e 2u +V(u) , 
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por lo que 


/(#) = = (.?"(«.)-/(«)) <r 2 " 

l/(t)= í/O") = ■ 


El lector puede verificar en forma similar <jue 


■¡f" = (*'"(«) - 3»"(u) + 2s'(u)) e 


-3 ti 


y 011 general 


y(k) _ e -k tt j , con r*t en í? . 

Reemplazando </. y in) y t en {*). y cancelando en cada término e fcu 

con e _; " , resulta 

+ ... + (s"(u) — s'{a))h -2 + -s-' í (íi)bi + s(u)bo — 0 , 

que es una ecuación diferencial lineal de orden /? con coeficientes constante s, con 
incógnita .s = s{u } . cuya solución ya fue estudiada eu secciones anteriores. Así, 
si { su * ■ ■ s «n } es una base de soluciones de la ecuación dada, reemplazando u 
por ln t se obtienen las n soluciones 

s,(a) = yi{v ln *) — tíi(t) - l<i < n . 

de la ecuación de Euler dada. Falta ver que { //j,. y n } li. . Pero si n.. r n 

son números reales tales que 


nyí(t) = 0 , para todo 0 < f < oc . 

7=1 

entonces, reemplazando t por e u , se obtiene 

n n 

0 = !\y?{e u ) = riSt{u) , para todo u . 

7 = 1 7 = 1 

Como { Si,.... s n } es linoalinente independiente sobre JB , resulta r.- f - 0 , 
para todo 1 < i < n . Entonces la solución general es 
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y — f '1 ?/]+■■■+ C n y rt , con Ci en JR . 


Ejemplos. 

a) Hallar la solución general ríe la ecuación diferencial 

x 2 y" — xy' + y = 0 „ en el intervalo (0 ocj 


Solución. Como .r > 0, se liace la sustitución 

x = e u , o sea y = In ,r . 


Por lo tanto 


Llamando 


ríw _ 1 
dx :r 



H = s(y) = ij( e tl ) 


se tiene, como antes. 


2 /"(,r) = (s"{«) — rs'fu)) e 2íí 

¡/(.r) — .s'(i/.)e _u . 

Reemplazando en la ecuación resulta 

e 2u (tT 2u f.s" - s')) - e“ ( 8 'e" w ) 4- * = 0 

o sea 

¿r" - 2*' + .s = 0 

cuyo polinomio auxiliar es 

p(A) = A 2 2A + 1 = (A — l) 2 . 

Por ello 

t>(u) = ci o 11 + C 2 ue u , con c ? en IR . 
Entonces, reemplazando v por In.r, se obtiene 

y(x) = c\X + c< 2 .r Iría; . con c.¡ en F{ , 
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b) Resolver la ecuación 

2 

2x~y* f — 2:r y' 4- 2 y = — , en el intervalo (Ü oo) 


Solución. La ecuación dada es equivalente a 

x 2 y' - xy + y = -~ ■ 

En el ejemplo anterior se vio que la solución de la ecuación homogénea aso¬ 
ciada es 

y hit) — C\ x + c^ariu-r , con c ? en JR . 

Para hallar una solución particular y p de la ecuación dada usaremos el 
método de variación de parámetros, ya que los coeficientes de la ecuación no 
son constantes. Pero esto ya fue hecho en el ejemplo a) de la sección 20.1 . 
Por consiguiente la solución general es 

y(t) = f:i x + C 2 J' ln x + — , 0011 c.¿ en JR - 

Nota. Dadas una ecuación de Eider no homogénea 

fV n! + V Tl_1) + ■ ■ ■ + fti ty f + boy — g{t) , 

con bj en JR para todo 0 < i < ii-l y g{t) combinación lineal de funciones 
del tipo f a ( ln t) l> c.os(clnf) ó t a (Infusen (c\nt) , ove números reales, 
b natural, es conveniente realizar el mismo cambio de variables ( t = e u ó 
t = - e tí ) en arribos miembros de la ecuación. Se obtiene así una ecuación 
no homogénea en la variable a , con coeficientes constantes, que puede 
ser resuelta por el método de coeficientes indeterminados. Se recomienda al 
lector resolver el ejemplo anterior b) utilizando esta sugerencia. 

c) Resolver la ecuación diferencial 

2t 2 y u _ + Sy = 0 , si — oo < t < 0 . 

Solución. Multiplicando ambos miembros por 1/2 se obtiene una ecuación 
de Eider 

í V'-&s/ + 4y = 0 . 

Corno t < 0, se hace la sustitución 

í ~ — e" , o sea u = ln {—t) . 
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Por lo tanto 

*í = i = 

di t ’ 

Llamando 

.? — «(?/) = y( - e u ) 

se tiene 

*'(u) « -y'(~e u )e" 

»"(u) = y"(—e u )e 2u -!/'(-e*)e“ 

= jf"(-e“}e 2 “ +s'(u) 

y"(t) = y"(-e“) = ( s "M-*'W}e- 2 “ 

,v'(i) = y'(-e") = -s'(u)e~“ . 

Reemplazando en la ecuación resulta 

s" - 4/ 4- 4 s ~ O, 

cuyo polinomio auxiliar es 

p(A) ^ A 2 ~ 4A + 4 = (A - 2) a , 

y por ello la solución general de la última ecuación diferencial es 

j- 

s(u) — f'i e 2 ” +í’ 2 üe !l ‘ , con c¿ en IR . 
Reemplazando u=hi(—t) se obtiene 

y{t ) = .?(ln (— t)) = ci* 2 + caí 2 ln (—t) , con en IR , 


21.2 Método de reducción de orden de D'AlembertW, 

Dada una ecuación diferencial lineal de orden n con coeficientes = «¿(í). 
variables y continuos en un intervalo abierto J, 

L n {v) = v (n) + + ■.. + + «oí/ = o , 

suponga que se conoce una solución jj\ = yi(í) que no se anula en J - Si se hace 
la sustit ución 

y(t) = yi(t)u{t) 

Ifijean D’Alembert, matemático francés (1717-1783). 
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se obtiene 


y f = y( a + yiu = y±u -t- {términos con derivadas de u de orden 1) 
V a = y f {u + 2y[u > + yi u" 



— y f ¡ ! u + (términos con derivadas de u de orden k% con 1 < k < 3) 


yd*) — (términos con derivadas de u de orden fc, con 1 < t < r?) 

Reemplazando en la ecuación dada resulta 

ü = L n (y) = L n (yi)u + (términos con derivadas de u de orden fc, con 1 < k < n). 
Pero L n (yi) = O , por lo que 

O = (términos con derivadas de u de orden k , con 1 < k < n) . 

Si se hace la sustitución u' = v , se obtiene una ecuación diferencial lineal de 
orden n — 1 en u(í) , donde el coeficiente de w' iIÍ 11 (t) es yi . 

Nota. Si bien este método permite reducir el orden de una ecuación diferencial 
lineal de cualquier orden, en la práctica sólo es útil para ecuaciones diferenciales 
lineales de segundo orden. Esto se debe a que si la ecuación tiene orden mayor 
que dos, al reducirla se obtendrá una de orden mayor que uno: habrá entonces 
que aplicar nuevamente el método a esta nueva ecuación, para lo cual es necesario 
tener una solución particular de la misma, lo cual, en la mayoría de los casos, es 
bastante difícil. 

Ejemplo. . 

a) Resolver la ecuación 



Solución. Ant p todo, multiplicándola por 1 fx l , la ecuación dada toma la. 
forma 
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cuyos coeficientes son continuos pues x > 0 . Nótese que la función 

sentf 

Vi = 


es solución de la ecuación en (O ir) , y no se anula en dicho intervalo. Si se 
hace ia sustitución 


y = y\v 


se obtiene, como antes, 


/' = y'i'U + yiu r 


y = y 1*1 + 2 y[u‘ + yiv!* , 
y si se reemplaza en la ecuación dada resulta 


() _ + -yj + ^ J u + 2y[v! + yxu ft + . 


Por lo tanto 


Vi«" + (W, 4- v! = O . 


Mediante la sustitución v = u > se obtiene 


yW + ^2 y[ + ^yi^j v = O 


y entonces, si v(x) ^ 0. 

^ + f 2 á + i') =0 

v \ i/i xj 

± = -iá dx -l dx 

v y x x 

que es una ecuación de variables separables que conduce a 

k\ 

v = -K- , con ki en IR . 
yfx 


Entonces 


/ / \fx. \ k 

u = v = v ' 


( 

u — ki j 


sena*/ x sen -x 


, con í;! en I? . 


cosec 2 x dx = Aq(—ctg x) + k 2 . 
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La solución general de la ecuación dada es entonces 

í'flS T fifm > b 

y = Vl u = ~fei—+ k 2 —y=- , con fc f en JR , 

v/r 

ya que el lector puede verificar, mediante el criterio del wronskiano, que 

{ eos x sen x \ 

i 

es un conjunto l.i. de soluciones. 

Nota, Conocida una solución yi de L n {y) = 0 que no se anule en J , también 
se pueden lograr los mismos resultados que antes, mediante la sustitución 

y(t) = i/i (0 I v(t) dt . 

En electo 

y r = Vi (J v ( f ) di J + Vi v 

= wi (/»(*)<") + (términos con derivadas de v de orden < 1) 
y " * y"(yj v{t) dtj + 2 y[v -f 3/11/ 

= y * (/ t'(í) di j -f (términos con derivadas de t 1 de orden < 2) 
y= y’\ (^J v(t) dt)j -f 3y”v + SyW + yiv" 


fft 


= Vi 


(/" 


;{t) di ) (términos con derivadas de v de orden < 3) 


y (n) = y (n) íj r ( ¿ ) di ^ + 

(términos con derivadas de v de orden < n) . 
Reemplazando en la ecuación dada resulta 


0 — -í'ntí/) — dj n (Vi ) 


=0 


^u(í) 


+ (términos con derivadas de v de orden < n). 
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Entonces basta con resolver la ecuación lineal de orden n — 1 en v(t) resultante. 

Ejemplo. 

b) Resolver el último ejemplo haciendo la sustitución dada en la nota anterior. 

Solución. 

0 53 y‘" + -v* ■+■ ¿j y = (Vi*> + yiv f ) + ~yiv 

0 = yiv' + ^2 y\ + v » t/i^ + ^2*4 + v 

Se obtuvo así una ecuación de variables separables 

— = - ( 2 — + -\ dx , si ¿ 0 t 
v \ y t x) 


y entonces, igual que en el ejemplo anterior, se obtiene 

£ 2 

x 


v ^ ^1—Aq , con ¿1 en IR . 

Por consiguiente 

/ S€n X f Sy 

u(x) dx — - -j=- j kicosec 1 2 x dx 


sen x coso: T sen x 

—=-{-ctga:-f- k 3 ) = -A-i—- + fc 2 ——- 

V% vx s/x- 


con ki en JR 


Ejercicios del capítulo 2L 

1. Explique por qué, dada una EDO L n (y) =0 de Euler, es posible hallar un 
conjunto fundamental de soluciones { y i } en el cual cada y { es del tipo 
í ffl (lnt) b cos(clnt) ó í°{lní) fi sén(clní) . 

2. Resuelva 

(a) + 7V + y = 0 , 0 < t < +00 

(b) fiy" - 5ty' + Qy = 0 , si 1 5 ¿ 0 
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(c) + + ty f + y -0 , 0<t<+oc 

(dj (í - i)V + 8 (í - i)y* + l2 v = 0 - si í i 

(Sugerencia: f — 1 = J“.) 

3* Suponga que r es raíz doble del polinomio A 2 + (a — 1)A + ¡i . Halle la 
solución general de la ecuación diferencial de Euler 

t' 2 y" + fxty* + fiy = 0 , t > 0 . 

4. Resolver t 2 y" - 3 ty f + 3 y = 2f* e* , si 

(a) y( 0) ~ s f (0) = 1 ; 

(b) i/(0) - y'{0) = 0 ; 

(c) tf(l)= 0 , 2/'( 1)= e . 

5. Halle todos los valores de la constante real o para los cuales todas las solu¬ 
ciones de t 2 y" 4- cxtif - = 0 tienden a cero cuando t —► 0 . {Sugerencia: 

tenga presente el ejercicio 1.) 

6. Resuelva el ejercicio 1, capítulo 20, mediante el método de reducción de orden 
para hallar un conjunto fundamental de soluciones del homogéneo. 

7. Resuelva (/ 2 - l)y w - 2 ty" + 2y f = 1. (Sugerencia: z = y '.) 
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Capítulo 22 

Soluciones en serie de la ecuación diferencial 
de orden lineal de segundo orden 

Soluciones en serie de la ecuación diferencial 
lineal de segundo orden. Ejercicios del capítulo 22 
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Definición. Dada la ecuación 

Pix)y >f {x) 4- Q(x)y'(x) + R(x)y(x) = 0 

se dice que un punto a'o es un punto ordinario de la misma si las funciones 

Q{x) fl(s) 

P{x) y P(x) 

son desarrollares en series de potencias de (x — ,To) en un intervalo abierto J 
que contiene a ¿“o ■ 


Ejemplo. 

a) x$ = 0 es un punto ordinario de la ecuación 

( 1 +.tV' + *»'-» = 0 


ya que el lector puede verificar fácilmente que 


Q(j‘) _ 

P(x) 

R(x) _ -1 

P(x) 1 + x 2 


OO 


- Eí-n’r 


2n +1 


n—0 
oc 


= Y^(-i) n+i x 2n 


n-0 


, SÍ |.7‘t < 1 , 

, si Jar| < 1 , 


Nota. Si xq es un punto ordinario de la ecuación diferencial 

P(x)y"(x) + Q{x)y'(x) + R(w)y(x) — 0 , 

la ecuación 

, Q(x)„j , ^ 0 * 0 .. „ 

y + W) y p& y 
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tiene solución en un intervalo abierto que contiene a xq . En efecto, por ser 
un punto ordinario ele la ecuación. 

Q(X) fi(.T) 

P(X) ' P{x) 

son continuas en un intervalo abierto J que contiene a a*o . Por el Teorema 1 del 
capítulo 18, existe una única solución en J de la ecuación dada, con condición 
inicial 

V(xq) = ¿i , Ü/'C&o) = , 

siendo h¡ números reales arbitrariamente elegidos. 

El siguiente teorema afirma que es posible hallar explícitamente la solución general 
en serie de potencias de (a; — .¿‘o) de una EDO lineal de segundo orden en un 
intervalo abierto que contiene a , si éste es un punto ordinario de la ecuación. 
Aunque este teorema no es difícil de probar, su demostración está más allá de los 
objetivos de este libro, y será omitida. 

Teorema. Sea a: 0 un punto ordinario de la ecuac ión diferencial 

P{x)y l, (x) + Q{x)y'(x) + fí(^)y(.r) - ü . 

Si ri y r-¿ son los radios de convergencia de las series de potencias de Q{x)¡P(x) 
y R(x)/P(x) , respectivamente. entonces es posible encontrar dos soluciones li- 
ne al mente independientes y\ e y 2 de la ecuación dada, que son des arrol lab! es 
en series de potencias de (.r — ;t-o) , con radios de convergencia pi y f >2 < 
respectivamente, con > minfí'i.ra) . i = 1.2 . Más aun, la solución general de 
la ecuación dada es 

y = ^ - ¿■o)" = a 0 yi(x) + aiy 2 {x) , 

n=* 0 

convergente al menos si |x—a-'oj < ininfri, ?’ 2 ) >y los a i se determinan sustituyendo 
V = H'íT=ü - x úT en la ecuación diferencial. 

Ejemplo. 

b) Hallar la solución general de la ecuación 

(1 + x 2 )y" + xy - y = 0 

en serie de potencias de x en un intervalo abierto que contenga al cero. 
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Solución. De acuerdo con el ejemplo anterior se cumplen las hipótesis . i 
teorema y la solución general será de la forma 

OC- 

Tí —0 

convergente al menos si \x\ < 1 - Dentro del intervalo de convergencia es 
posible derivar término a término, y entonces 

\j = , 

n= 1 
oo 

y" = n(n — l)a n x n ~^ . 

n=2 


— 1 


Reemplazando en la ecuación se obtiene 
(1 4- x 2 ) n(n - l)n n x n ~ 2 j 4- x í ¿ na tl x t 

\ n =2 / \ n=l 

OO 50 OC' 

n{rt - l)a n .T n + ^ n(n — l)ct n x ,,_2 4- ^ fta n x n 


OQ 


oc 


a n x 


E 

n=O 


i —2 


n=2 


n= 1 


n=0 


o 

o 


oo 

2ti2 — <J'0 4" (6íi;i 4- dj dj)j- 4- ^ ' íí(íí. l)a n + 

J1-2 

OC OC 00 

V n(n - l)íi n J ‘ n_2 4- V na n íT n - V. a n J ’ n = O . 

n =4 tí =2 n =2 

8 i ahora se hace fe — 7 í — 2 en la segunda sumatoria y k = n en las demás, 
resulta 

OO 

2fi2 — do 4~ Cot^íí' + ^^ (fe(fe — 4- (k 4- l)(fe 4- 2 ) 0 ^ 4. 2 4* feu^ — dfc)it = 0. 

k- 2 


es decir. 

OC 

2(i2 ~ do 4- 6 ti 3 ,r 4- ^ ^ (k + 1 )(k — l)u*. + (k + 2)(fe 4- = O - 

k=2 


Igualando coeficientes de potencias de x se obtiene 

2 a 2 — (iq = O 
d;i — O 

(fe 4- l)(fe - l)a fc 4- (fe 4- 2)(fe 4- l)dfe +2 = O , para fe > 2 , 
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y por consiguiente 


«2 = — 


«0 
2 

«.i = 0 , 


«fc+3 


A: — 1 


A'+ 2 

Iterando la última fórmula se tiene 


ftjfc . para k > 2 


- 

a,r> = 

«? = 
a* “ 
óq = 
(lio — 


1 

4 a2 


5 

3 

-"4 

f) 

4 

^5 


8 a * 


9 a? 


To “ 8 


2.4 


0 \) = 


«3 = 0 


1.3 


ao 


3!2 3 
O 

1.3.5 
~ 4!2 4 


do 


= O 


1.3.5.7 
5!2 5 


(IQ 


2Í2 2 


fto 


es decir, 


(la 




®2n+l = O 


. .„ + 1 1.3.5... ( 2 n - 3) . 

= (-D" +1 -^ ,T -- tt ° - 81 2 


v entonces 


, si n > 1 


oc ^ oc 

y~^2 ak,l ' k = °° + a i J1 + 2 + 21 a 2 íi.'f 2n - 


Jt =0 


n=2 


Puesto que 

1.3.5... (2» - 3) = 


I.2.3.4.5... (2ti — 3) _ (2n - 3}! 

2.4.6.., (2n - 4) _ 2 n ~ 2 (1.2.3... (rc 

( 2 n - 3)! 


2 t1 “ 2 (íi - 2)! ’ 


- 2 )) 
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resulta 




,»ti (2n~3)! 
2 n - a {n-2)!í?.!2"' 


2 2n ~ 2 n\(n —2)! 


Por consiguiente 

y = a ir + «o ( 1 + i* 2 + £(- 1 ) n+l 3 p^j^r 2 )!* l “ 


n= 2 


con rio.a! en IR . es la solución general ele la ecuación diferencial dada, 
convergente oí monos si ¡;r| < 1 , ya que 1 = niinfrx.ra) . 

Note que dos soluciones linealmeute independientes yi e y 2 se obtienen 
haciendo «i = 1 , oq = 0 y «1 = 0 , oq = 1 , respectivamente, es decir, 


2 /i - x 






v = 2 




Aunque el teorema asegura que estas soluciones son linealmente indepen¬ 
dientes, esto se puede comprobar mediante el criterio del wronskia.no, ya 
que 


2/i (0) = 

2 / 1 ( 0 ) = 

2 / 2 ( 0 ) = 

2 / 2 ( 0 ) = 


W(y,,y 2 )(0) = 


0 

1 

1 


( r , Vf l) n+1 ( 2?í “ 3 ) !2íí ñ 

r + ¿- (1) 4-->«l( n - 2)! x l =ü 

\ n~2 V ' /X=0 


det 


0 1 
1 0 


= -1 0 . 


(Observe que para hallar t/¿(0) se derivó cada término de la serie, lo cual 
es posible si ].t| < 1 .) 


Nota. Si una ecuación diferencia] de segundo orden no es homogénea, es decir, es 
de la forma 


CM;/"(x) + Q(*)y'(x) + RU)y{x) = S(.r) , 


V Si 


Q(x) R(x) S(x) 


son desarrolladles en series de potencias de (;r — xq) 


P{x) ? P(.i-) ? P(x) 
en un intervalo abierto J que contenga a .r 0 . también es posible hallar la solución 
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general de la ecuación dada en serie de potencias de (r - x Q ) , en forma analoga 
a la usada para ecuaciones homogéneas. 


Ejemplos. 

c) Dada la ecuación 

y n + (sen .ó);*/ = e' r , 

hallar la solución general en serie de potencias de x en un intervalo abierto 
que contenga al cero. 


Solución. Claramente 


S(x) 


— = 0. — sena - , ^=e* 

P{x) P{x) p{x) 

son desarrolladles en series de potencias de t , con radio de convergencia 
infinito. 

Así, la solución general buscada y sus dos primeras derivadas tienen la forma 


y = ünXn 

n=G 

y' = f y ^'- 1 

n—l 

oe 

y” — V n{n - l)a n 3 ,n ~ ¿ . 


Además 




X 2 X A 


e* = 1 + .x + — + y- + ... ■ para todo x en IR 

j y j ~p. T 

sen x ^ — yj-A-.. , para todo x en 2R . 

Reemplazando en la ecuación diferencial se obtiene 

* / j» x 5 , x 7 \ \ ~ 

£ " (n ~ 1)a " J ’" 2 + ( I ”I + 5!' 7! + ''V (S" n ' r ) _ £ « ! 

+ 2)tk + + ^oqx + ai a' 2 + 'y - y + a ^) ^ A + U ' i ) x 


+ 


(COy <X2\ 5 , (a 1 i12\ 6 ,{ «1 , fl 2 _ ^iVr 7 4- 1 - V — 
\ñi~W X + v 5Í ~ 3Í/ + r7! + S! 3! / + "'J " ¿j n! ‘ 
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Igualando coeficientes resulta 


2a 2 = 1 i o sea « 2 = — 


fia-j + o,q = 1 , o sea — 


1 - a a 


I2«4 + 0.1 — 


— —— + 0-2 
6 


3006 - + «3 

6 


42(17 d - 


(lo (J'2 

120 


1 

2 

1 

6 

2 

24 

1 

120 


o sea ff.4 = 


o sea ñs = 


= - 7.0 sea íj -6 = 


9 ~ ai 


12 


'_1 M 1 

t 3 + 6 ) 20 

fto + fli \ J_ 

v 8 + 6 /30 


, o sea «7 = ( 11 — ü 0 ) 


5040 


Entonces 

1 , 

y - (iq + OiX + ~x“ + 

¿j 


1 - «o 
6 


1 


1 , ¿lo I 


‘ + l 2 ~" J J l2 x ' + l~3 + i¡ 


20 


4 - 


(4 


+ 


d o 4* tii 
~ 


jL t 6 + (JJ JL t 7 4 

30' U20 20/ 42 1 


y por consiguiente, haciendo ao = ni = 0 se obtiene 


_ 1 2 


1 3 1 4 1 5 

y v = -j* 4—. 2* 5 4-.r 4 -. 2 ; — 

yv 2 6 24 60 240 


1 6 11 7 

X 6 + + 


5040 


una solución particular de la ecuación dada. Por supuesto, con el mismo 
método utilizado en los ejemplos anteriores, se obtienen y\ e yj 1 soluciones 
linealmente independientes de la ecuación homogénea, 

1 


Vi = 1 


1 3 1 5 1 f 
r i 4 —x' J + -- 


x‘ + 


120 


180 


5040 


1 4 1 e 

u 2 3 = x - - x 4-— x + ... 

12 180 


Observe que 


0 

1 


= 1 # a 


HXy^KO) = det ^ J 
La solución general es por lo t anto 

y = aoü/i + aiV 2 + 2 / P . con n, ; en , 
convergente para todo x de R . 
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d) Dado el problema 

(1 + x 2 )y f/ + 2xy' + y = 0 , y(0) = /(O) = 1 , 

i) determine el máximo intervalo en el cual se puede garantizar que el 
problema tiene solución; 

ii) determine el máximo intervalo en el cual se puede garantizar que el 
problema tiene solución desarrollare en serie de potencias de x ; 

iii) halle la solución en serie de potencias de r . 


Solución. 

i) Como 1 + :r 2 / O . para todo x , la ecuación puede reescribirse en la 
forma 

,, 2x , 1 ,, 

y + 7-7-77 y + 7-7-77 y = 0 > 


1 + ;r 2 


1 + j* 


que es una ecuación diferencial lineal de orden 2 con coeficientes continuos 
para todo .r real. Entonces, por el Teorema 1 del capítulo 18, el problema 
dado tiene solución única pitra todo x real, 
ii) Como 

Qjx) 2x f R{x) = 1 

P(x) 1 + X 2 ” P(:r) 1 + x 2 

Son desarrollabas en serie de potencias de ,r con radio de convergencia 
igual a 1 en ambos casos, el máximo intervalo donde se puede garantizar 
la existencia de solución en serie de potencias de x es, de acuerdo con el 
último teorema, el intervalo ( — 1 1) , ya que 1 = min(í'j, co) . 
i i) Mediante el mismo procedimiento utilizado en los ejemplos anteriores, el 
lector puede verificar que 


a 2 = 

a 'i = 


^íii-2 



n 2 + íi + 1 
(n 4- 2)(n + 1)°' 


si ii. > 2 . 


Por lo tanto 


1 5 1 <i 7 a 13 e 40 p 

Oix - - -«i*’ + + —d!*' - + ■ ■ ■ 


U — a o + 


2 — 2"‘" ' 24 ' 40 240 

Si se hace a () = 1 . «i = 0 y n 0 = 0 , ai = 1, se obtienen, respectivamente, 
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!.n 

í/2 


1 - 


x — 


1 7 * 49 

2 ' V + 24 r _ 24CI 

1 3 13 t 

2^+40' +- 


X* + 


por lo que la solución es 


y = (iüvi + aim , 


con 


1 _ i/(0) — oqj/i(0)-f ai;v2(0) — «o 

1 =r t/{0) = «OJ/i (0) + 0x^2 (0) = «i 

Entonces la solución del problema con condiciones iniciales ?/(()) = j/(0) = 1 
es 


1,1, 7 , 13 5 49 B 

240' 1 ' ' " 


y = 1 4- x - .. , 

2 2 24 40 


+ 

convergente al menos si trl < 1 , 


Nota. Si se tiene el problema 

PU)y"{x) + Q{x)¡/{x) + R{x)y{r) = 0 ( y {a) - b () . /(a) = Iq 

y se desea obtener una solución en serie de potencias, la solución general debe ser 
de la forma 


n—0 

es decir, en serie de potencias de £.r — a) . y no en serie de potencias de x . De 
este modo será posible determinar las constantes co y n de modo que 


bo = y (a) = co 
b 1 = i/(a) = ¿-i 

Por lo tanto, para resolver un problema de valores iniciales es necesario un desa¬ 
rrollo en serie de la solución general alrededor del punto donde se han especificado 
las condiciones iniciales. 
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Ejemplos. 

tí) Utilizando series de potencias, resolver 

(í 2 _ 2 t - :S)í/'(f) + 3(í - l)v'(í) + y(0 = 0 , y(l) = 4 , y'(l) = 1 


Solución. En este caso se tiene 

0(0 3(t - 1 ) 


3 (t - O 


P(t) 

fi (0 


í 2 -2 í-3 (í — l ) 2 — 4 

1 1 

(/ — l ) 2 — 4 


3j: 


p{t ) ~ í- - 2t - 3 

Haciendo .r = í - 1 se obtiene 

3(*~1) _ 

í 3 - >/ - 3 ;r- - 4 

1 _ 1 
t 2 - 2t - 3 ~ x 2 - 4 

El lector puede verificar fácilmente (pie ambas son desarróllateles en series de 
potencias de r con radios de convergencia r\ = r? = 2 . 

Como £ — »■ + 1 . si se define 

s = ü(.r) = y(x + í) 

se tiene 

«'(*) = y'(x+i) = y'(i) 

*"(*) = /(■>• +1) = y"M . 

y el problema dado se puede reinscribir como 

(:r 2 - 4).s"(.r) + 3 xs'{j') + *(.r) = 0 . s(0) = 4 , «'(0) = 1 - 

Ahora sólo resta resolver este problema, como se hizo en los anteriores, 
romando v 

_Xj 

s{.t) = ^ c„.r n 

Ti =ü 

y reemplazando en la ecuación dada. El lector puede verificar que resulta. 

SÍ 77 > 1 
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3.5,7... {2it — 1) 

l ~, , ~ -f'O 


c 2n-hl ~ 


4 2 ”(i/!)' 

_ ( n !) 2 

4".3.5.7... (2n + l)" 1 (2n + 1)! 


4".2.4.6... 2 n 
2.4.6. ..2/i 


:ri> 


ci = 


4‘1 


v entonces 


, . Cn .> a -i (2l/)!cn (íl.!) 2 f'i 

s(x) = m 4- n r 4--r ¿ 4--r JÍ 4- 4— -c" 4 ' 

[ } 0 + 1 + 8 6 " ’ 4 3il (n!) 2 


Puesto que 
se deduce que 
por lo que 


(2n 4 1)! 

.s(0) = y{l) = 4 y s* (6) — y (1) = 1 . 
í 4 ) = 4 y rq = 1 , 

f2/i.)! 


-;r 2 " +1 + ... 


s(x )-4 + *+ i * 2 + gx» + ...+ 4 a,_w , 


.>2n , t 2n + l , 

+ (2)f + i}! f + -"- 

que por el teorema anterior es convergente al menos si |;r| < 2 . 
Sustituyendo nuevamente x por f — 1 se obtiene 

i/(0 = *(/-!) = 4+(í-L) + Í(/-l) 2 + i(í-l ) 3 + ... 


+ 






4 2,,-1 (/i.!) 2 v_ 1 (2/i4l)! 

convergente al menos si |f — 1 f < 2 . 
f) Sea o un número real fijo, Considere la ecuación de LegendreM 

(1 - x 2 )y" - 2xy 4 rv(a 4 l)y = 0 . 

Encontrar la solución general en serie de potencias de x y determinar el 
máximo intervalo en el cual se puede asegurar que la serie es convergente. 

Solución. En este caso 
— 2 ,r 


Qi¿) 
P(-r ) 


X 


R(t) 

P(x) 


= -ME**") = -£24 +1 . Si |*| < 1 

ív(í> + 1) 


j=0 


n =0 


00 


) l ' 1 T" i; v - "* { . 

- = = Soín+D» ■ 


si |.r| < 1 


íi=ü 


|]| A. M, Legendre, matemático francés (17^2-1H33). 
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Como valen las hipótesis del ultimo teorema, la solución general será de la 
forma 

oo 

y ™ ^ ^ Q-ifX . 

k=0 

Reemplazando y , ¡/ e y ,f en la ecuación dada, se tiene 


X M) X 

O — {1 - x ¿ ) 52 ~ — 2 52 + <>(t> + 1) 52 íi^j * 

fc-2 *=i fc-n 

OC 5c¡ 3C tX- 

= V A (A- - 1 ) _ J ^ A'(A- - 1)-2 52 Av/fej’" + o(<* + l)y^a fc .r^ 

fc=l! k-¿ fc-l fe -O 

= (2ti2 4- (do + ljaii)^ 0 + ( 3 . 2.03 - 2a i + a(a + 1 )oi),t 

ÍX¡ 5c OC OC 

+ J><* ‘ “53 “ l)a*a: fr “2 +a(cv 4- 1) Y] a h x k 

fc =4 k- 2 , A'=2 k -1 

— (2ft‘¿ + 0(0 4- 1)fin) 4- [( 0(0 +1) — 2)ai + 6íi:j] 

tc 

+ 52 [(«, + 2)(jí + l)a n .f 2 4- (—n(n — 1) — 2v + rv(a + l))a,i].T m 

n—'2 

= 2<i2 + o(o + l)ao 4- ((o — l)(rt + 2)o i + tias]x 

OO 

+ 51 K n + 2 X« + i ) a » I * + ( ft ~ »)( tt + » + 1 )a.ijx" . 

n--'J 


Igualando coeficientes se obtiene 


2n 2 +■ o-(o 4- 1 )íío 
( o - l)(n 4- 2)fti 4- fi«3 
(n + 2)(n + l)a , 1+ 2 4- (a - ?f )( f > + » + l)«n 


= O 
= O 

= O . para todo n > 2 


Por consiguiente 


«2 = 


(Mi = 


«71+2 = 


a(o 4-1) 

- 2 !- a ° 


(a - l)(o 4- 2) 

■-rn-«i 


(a — n)(rv + n 4- 1} 

(n+ !)(« + 2 ) 


O J? i 


para todo n > 2 


Iterando resulta 
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<u = 


«5 = - 


tifi — 


«7 = 


ja - 2)(a + 3) 
43 a2 

(o - 3) (o- 4 - 4) 
5.4 ° :í 

(o - 4)0 + 5) 

(o — o) (o + G) 

+6 


(o - 2 )ct(q + l)(o + :j) 


4Í 


«ú 


«5 = 


(a - 3){o - l)( ti + 2 ) (o + 4 ) 

“ ~ 5! “ ~ f,) 

(a — 4) ( ív — 2) o (o + l){o + 3) (o + 5) 

ti! 

_ ( a - r >)(ü - :i)(tk - i)(a + 2 ) (a + 4 )(o + 6 ) 

7! 


■fin 


ai 


Por lo tanto 


,, __ „ _i _, . a (° + 1) 2 (tv—l)(a + 2) , 

y = + oía:- - — -a ti x 2 - ¿——¡± -4 aíX 2 


+ 


(o-2)ft(rt+l)Co + 3) 4 (o — 3)(a — l)(a + 2 )(q + 4) . 

“ 7 *——-- ÜftX -----——-— -i_—_ L ^ 


4! 


5! 


fí-i.r 


(o- - 4 )(a - 2 )rt(í> + l)(a + ;j)(n + 5) 

- 

(o - 5 J(q - 3 )(o - l)(o + 2 )(o + 4 )(a + (i) 

y¡ fli+' + ... , 

con a (i y a j en Si se toma a n = 1 . 0 j = 0 v o 0 = 0 . - 1 3e 

obtienen. respectivamente. 


. ^ (~l) m 

yi (Ni 

» = *+£ ( - X) 


íli: 


i' 2m + 1 ) 

La solución general es entonces 


a(a - 2)... (a - 2m 4- 2)(a + 1 )(<y + 3)... (a + 2m - l)ar 2m 

TI 

(a - l)(a - 3)... (o - 2m + l)(ti ■+ 2)... (<* + 2m),r a "' +1 . 


V = a oVi + o 1 1/2 . con a, en IR . 


que es convergente al menos si |;/:f < 1 . 


Nota. En el ejemplo anterior, observe que si o = 2 n , con n entero y n > 0 
entonces y x se reduce a un polinomio de grado 2v que sólo contiene potencias 
pares de x , mientras que ;y 2 es una serie infinita. Por ser un polinomio. í/i es 
convergente para todo x real, y no solamente si \x\ < 1 . Por ejemplo 
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a 

= 0 


m = 1 

a 

= 2 


Vi = i — 

a 

= 4 

==> 

m = 1 ~ 

si n — 2 j 

7 + 1 , 

con n 

entero y • 


3F 

Tí 




!¡ue r - Ta serio infinita. Por sor nu polinomio. « os oonvorgon.e para todo 
.c real, y no solamente si jj;j < 1 - Por ejemplo 


a = 1 

a = :í 

a - 5 


!J2 

!/2 

1/2 


— X 




5 :i 

á* 

14 


21 




8 * + T- T 


etc. 


So llama polinomio de Lajvndve P„ a la soluou.n polinomial do la «crocita *> 

Leeendre con rv = n natural, que satisface la condición P n { 1} 1- 


Legendre 

Por las observaciones anteriores resulta 


a(-r) 

= 1 

A(-r) 

— j; 

B¿r) 

= Ú3a- 2 - 1) 

¿ 


1 , „ 

Pa(r) 

= — (5.r — 3-í 

2 V 

PM 

= 1(36* 4 -í 


etc. 


Más aún, se puede demostrar que 


www-filsnluninnarin nel 
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clondo [n/2f significa paite entera de n/2 . os dec ir, el mayor entero menor o igual 
que n/2 . 


Nota. El método para obtener solución en serie de potencias de un problema, del 
tipo 


P{.,•);,"(*) + Q(.v)i/'( jr) + ff(r)í/(r) = S(,r) . ;,/(«) = b 0 , »'{«) = b x 


os útil para el cálculo aproximado del valor de la solución en un punto cercano a 
x = o , cuando no se tiene una expresión de la solución en términos de funciones 
elementales conocidas. Así. en el ejemplo d). y{ 1/2) puede ser estimado reem¬ 
plazando x por 1/2 en la serie, y sumando un número finito do términos. Sí se 
suman, por ejemplo, ó términos se obtiene 


, t _ , 1 11 11 TI 

J{ ' } 2 2 4 2 8 24 l(i 


- 1 . 3307 


(Observo que x = 1/2 está dentro del intervalo de convergencia de la serie.) 


Ejercicios del capítulo 22. 


1. Determine si x (J es un punto ordinario para la EDO dada. Halle luego un 
intervalo centrado en ,r ( > en el cual se pueda garantizar que existe solución 
de la forma r n (x - j? () ) n . 


(a) 

y" + í* - 

- 1)?/ + y = 0 . jf) = 

i 

(b) 

(.r - x 2 )y 

i" + (x — 1 )y* + y — 0 

i Xq 

(0 

xy' 1 + ( sen.r)j/ + x 2 y = r , ./ 

•a = 0 

(d) 

(1 + .r 2 ) ü 

2// = 0. J 
1 + x ¿ 

'0 = 0 

(e) 

(1 + bx 3 ) 

+ 

5 -. 

á* 

II 

■S 

w 

0 

(0 

(eo $x)y" 

+ 2?/ = 0 , X|) — 0 



2, Con referencia al ejercicio 1. en los casos en que ,ro resultó punto ordinario, 
halle los primeros t res términos no nulos de la solución en serie (pie satisface 
í/(.f'o) = 0 , >/(xo) = 1 • 

3. (a) ¿Cómo fueron definidos los polinomios de Legeudre P n (x) ? ¿Están 

unívocamente determinar los? 

ib) Hallo la EDO satisfecha por P n (r) para n = 0,1,2.3 . 
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(c) Para n = 0.1/2.3 escriba la expresión de P n (-r) : halle luego la gráfica 
de la función y — P n (:r) . 

4. La ecuación (1 - x 2 )y" - 2xy' + 2y = 0 tiene a Pi(¿e) = x como solución. 
Verifique que 

y = I ln 

es solución en (—1 1) ; muestre luego que { P\,y } es un conjunto 

fundamental en (—1 1) . 

5. Considere nuevamente la ecuación de Legondre (con a = 1 ) 

(1 — x 2 )y rt — 2xy‘ + 2y = 0 . 

En el texto se encontró un conjunto fundamental { Vi, y2 } de soluciones 
desarrollares en x 0 = 0 , siendo i/ 2 - x . Demuestre que el desarrollo de yi 

coincido con el de la función — ln f --- ) — 1 en (^1 1) . ($ufjévenci<x 

utilice desarrollos de ln (1 q- x) y de ln (1 — x) . Opere luego con las series.) 

6. Demuestre que los polinomios de Legendre P¡, P\, P 2 , ■ ■ • son linealmente 
independientes (en el espacio de polinomios con coeficientes reales). 

1 

7. Escriba el polinomio -2 + -x - x 2 como combinación lineal de polinomios 
de Legendre. 

(Nota; se puede demostrar que todo polinomio con coeficientes reales se 
escribe en forma única como combinación lineal ríe los P n (;r). ) 
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Ejercicios de recapitulación, capítulos 13-22. 


1. Reescriba 


¿*1 + r 2 “b ^*3 — +t . í j — J-ríj = ;í ?2 i + * r 'i = X\ — 

como un SEDL X' = AX + G . 

2. Mediante la introducción de variables 

X! = X , J’2 = 3 J , *3 = i/ , 1‘4 = I/ 7 . 

halle un SEDL homogéneo equivalente a 

= x r +tx , j " -/ = ?/- !/ ■ 


3. Resuelva 


4. Resuelva 





5. Tros tanques Ínter conectados .4 . i? y C contienen originalmente 100 lí 
de agua 

con 20 % de colorante, en -4 . 
con 30 % de colorante, en B , 
sin colorante, en C . 

Una fuente externa inyecta líquido en ,4 a razón de 3 l/mirt con un 50% 
de colorante. .4 bombea 6 //ruin a B y 4 l/min a C . B bombea 
7 l/min a A y 2 l/min al exterior. C bombea 3 l/min a B y 1 l/min 
al exterior. Halle un SEDL que permita calcular la cantidad de colorante (en 
litros) en cada tanque en el instante f > 0 . 

6 . Resuelva y v 111 — y = 0 . 

7. Resuelva (D — al){D — bl) k (y) = 0, si a y h son reales diferentes. 

8 . Sea k > 0 , Resuelva 


i/" - ky = k . ,y(0) = -1 . y'(0) = +Vk . 


9. Resuelva y " — 3 y' + ’2y = 3e x — i 0eos 3.r . 
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1 0. Resuelva y" — 4 y = senh 2 .r . 

11 . Resuelva ,r 2 y" 4 xy f 4 y = In x , x > 0 . 

12. Para nada fundón halle mi polinomio ai Hilador P{D). 

(a) y = sen 2 / (d) y = sen t + te 1 

(b) li = (1 + 1 2 ) e -< ( e ) y ~ ae* - e 3f 4 b 

(c) y = sen t eos t (fj y = e y eos 2t 

13. En el intervalo {() oc) , <n = f 3 es solución de t 2 y" - 6 y ~ 0 . Obtenga 

un conjunto fundamental de soluciones. 

14. Considere la EDO (1 4 x)y" 4 xy f — y = 0 , x > — 1 ■ 

(a) Halle una solución polinomiul fji{x) . 

(b) Utilice reducción de orden para hallar un conjunto fundamental de so lie 
ció lies. 

(e) Vitrifique que { m, y¿ } hallado es l.i. . 

(d) En el intervalo ( — 1 oc) t resuelva 

(1 + x)y" 4 xy 1 - y = 1 + 2x 4 a - 2 , 2 /( 0 ) = 2 . */((>) = -1 . 

15. El objetivo de este ejercicio es demostraren un caso muy especial la unicidad 
de solución (Teorema 1 . capítulo 18) sin recurrir al sistema asociado. Sean 
a , b y c constantes reales positivas y t > 0 . 

(a) Considere mr+by' + ry = 0 , y{ 0) = //(O) = 0 . Demuestre que y = 0 
es la única solución {Sugerencia: multiplique por y* . integre entre 0 
y 1 . Utilice las condiciones iniciales.) 

(b) Sea y continua. Suponga que //i - y 2 son soluciones de ay fl +by'+cy = 
y(t) , í/(0) = b fi . jt/'{0) = />i . Pruebe que {}\ = ;/2 - 

lfi. Una masa de 125 gr cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad 
es 8 . Suponga que el efecto de amortiguación es el doble de la velocidad. 
Se comprime el resorte liaste ubicarlo a 50 cm por sobre la posición de 
equilibrio y se lo suelta con una velocidad inicial dirigida hacia abajo de 
2 m/s . Describa coniplet amonte el movimiento de la masa. 
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Autoevaluación, capítulos 13-22. 


1 . Resuelva el sistema 


í z* = x + y + 

\ y 1 — 2.r + 2 y 4- te ;lí 


2. Encuentre una EDO lineal homogénea con coeficientes constantes satisfecha 
por y — i e* sen 2 i . 

3. Encuent re una EDO lineal = f/(t) de la cual y = n + c 2 e 2f 4- sen y 

sea solución general. 

4. Resuelva y" — y = inax{ 1 - 1, } . y( 0 ) — 0 , //(O) = 4 . 

5. Resuelva y” - 2y 1 + y = ;j——j * 

(i. Resuelva .iry” - J‘(j- 4- 2 )y / 4 - (*r + 2 )y = 0 . 

7 . Discuta la solución general fie t 2 y" 4 - tí/ 4 - ;% = 0 con ,4 en ÍTÍ , según 
sea i < 0 , i i — 0 , ¿i > 0 . ¿Cómo debe ser elegido ff si se quiere que 
ninguna solución tienda a infinito cuando t —* oc ? 

H. Dada la EDO (x 2 — l)y" + 4 xy' 4- 2 y = 0 , halle 


(a.) máximo intervalo (a h) en el cual el teorema del capítulo 22 garantice 

\SC 

solución de la forma a„ .r n . 

n =o 

(b) una fórmula recursiva para los a n . 

OC 

(c) la solución desarrolla ble V" a n ¿r” si «o = 1 - «i = —2 . 


n =0 


9. Conteste verdadero o falso: 

J'i(í) \ 


(a) Si A' = 


es solución de A*' = .4A’ , entonces 


Xn(Í) / 

, r _ J _ ,.c _ _ „(*-!) 

x n — r ji-I — x n-2 


(b) { sen x, sen x + cosx } es un conjunto fundamental de soluciones de 

f + y = 0 . 


2Í)1 
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(c) Si L„ es un operador con coeficientes constantes, entonces 



(dj L„(D) o L ni {D ) es un operador lineal 

(e) Si {A\.A*; t -} es 1.i. en U 1L y se toma la primera componente a- y 

de cada Xj , resultan k funciones l.i. . 

(f) Con la notación de (e). si { .tu,.rn } es l.i. , entonces {Á\.A’^} 

es l.i. . 

(g) La ecuación auxiliar de — Ihj — 0 es A 2 — 3A = 0 * 

(li) Para resolver t n ^ n - + .., + ti/ +■ y — 0 se toma y = e u . 

(i) La resolución mediante series de potencias sólo se aplica a EDO s de 
segundo orden. 

(j) El polinomio de Legendre P n es de grado ;? , 

(kj El curso termina aquí. 
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 
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Soluciones de los ejercicios propuestos. 


CAPITULO 1. 

1 . (a) a = 0 , o.= l. a = —1 

(b) a = —1, a = “2 

3 

(e) a — —3. £> = — - 

(d) o = 2 . h = 3 

(e) Ningún valor de o. 


2. (a) Note que en (9 oo), \/(V^ - *0 2 = I v r ~ = v'^ _ 3- 

(d) y coincide con .rj.rj en IR. Además j/( 0 ) = í) (calcule esto como límite 
do cociente incrementa!). Resulta ahora que ;/ es solución en todo el 
intervalo {—oc ^c ). 

x 

(g) ;r 2 + y 2 = c\ => (derivación implíeíta) 2x + 2 y y’ = 0 o sea y = — —, 

CAPITULO 2. 

1 . (a) t/x — 3y = 0 

(b) y*x - 3 y = 0 

(c) y" = 0 

(ó) (y 1 ) 2 ~ 4?; - 0 

y 2 

(e) yy f + y :i - 2y l = 0 (pues resulta ;/ = ■ í>s decir. re 2í — yr¡y f ). 

(f) y" — 9y = I). (Note que la presencia di* dos parámetros independientes 
condujo a una EDO de 2- orden.) 

(g) y' + y = 2e J ‘. (También satisface y" - y = 0 . EDO de 2° orden.) 

(h) (;j /) 3 + y 1 — xy” = 0 . En efecto, la familia viene dada ]>or x ¿ + (y — b} 2 = 

x 

a ~. Derive implícitamente para obtener y — b= —-. Reemplace y derive 

V 

implícitamente nuevamente. Habrá eliminado así los parámetros a y b, 

(i) (,r 2 + y 2 )y n 4 - 2(y — .ra/)(l + (i/) 2 ) = 0 . En efecto, la familia viene dada 
por .r 2 - 2a.r + y 2 — 2by = 0 . Derive implícitamente y despeje 2ax en 

r 2 +■ 2xyy r — y 2 


ambas ecuaciones. Eso conduce a escribir b = 
ambos miembros. 

(j) 2;,,,/ - 2x(y'f -1 = 0 


2.r ¡/ - 2 y 


. Derive 
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2. (a) 2 yy 1 -I - .r — (I 

(b) (.r 2 - li 2 )}/ - 2xy = 0 

(e) (j- + y¡/)(,rj/ - y) = y'. Destaquemos que la respuesta coincide con la 
EDO de la familia dada. Es decir, T es amo-ortogonal 

(d) i/y — x = O 

(e) y y' + x + .t 2 = O 

(f) ?/ - -2 

(g) /(I + y 2 ) + y-r = O 

:i Las equivalencias de la sugerencia quedan justificadas pues e~ kT # O para 
todo valor real ríe x. 


4 . In 5/ln 1.5 ^ ;i/í 58'. pues obtendrá ¿;(f) = AT{§y V f > 0; y(t) = 5JV 
conduce al valor buscado de t. 


In 2 

K 'jf* 


í« 0. KL es decir, un interés del 10% anual 


ti. Llame u(x) = y(x) — h. La EDO se reescribe u' = k u cuya resolución es la 
del problema 3, 


7 . Tardará 27 min 16 se.y. En efecto la EDO resultante es eoino la del problema 
6 , con solución y(t) =114 e* y +22. Deduzca que 6/e: = ln(74/114) = —0.432. 
El valor exacto de i será 27,272 min. 


8 . 


3 + 


r — 


V .r + 1 


fi, 4.i‘ 2 í/ 2 + 3;r 2 — y 2 = 0, pues el planteamiento conduce a la ecuación 

v ^TF=2 N /^ + ^(y')c 
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CAPITULO 3. 

1. (a) 



(b) Las isoelinas son hipérbolas, Los ejes coordenados (hipérbolas degene¬ 
radas) también son isoelinas. 

(o) Las isoelinas son hipérbolas de asíntotas x ■ 1 y eje x. Las asíntotas 

también son isoelinas. 

m 
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(*) 






ff) 


.] 

j i J 

‘y 



















'l 1 1 ' • 1 

lili 1 


. 1 1 1 ! 


l i 
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CAPITULO 4. 

1. (aj y = 0. y = x. Aquí y' = f(x. y) = — que no es continua en ( 0 . 0 ). 


x 


(b) y = 0 , y = x~ 

(c) y = 0. y = i^||p|. En (0.0) no es continua pues f(x,y) = y/\y\. 

4 ou 


2 . Sí, la función y(x) = 


jr sí ;r < 0 

0 Si ;í‘ > í) 


3. (a) Cualquier rectángulo que contenga ni (- 1 . —4) en su interior y que esté 

propiamente contenido en el tercer cuadrante. 

(b) Cualquier rectángulo que contenga al (— 1 , 1 ) en su interior y que esté 
propiamente contenido en el semiplano {{#, y) t IR\ y + 2;r < 0 }, Por 
ejemplo, 


5 


3 

~4 < ' <-4 

1 3 

2 < v < 2 

(c) Cualquier rectángulo que contenga al origen en su interior. 

4. No. pues }f — *2y, y(Ü) = 6 tiene como única solución y = 6 e 2:j; según el 
ejercicio 3 del capítulo 2. Observe que y(l) = ti o 2 jí 2. 

5. No, pues se tendría 0 = ?/(0) = 3. 

(i. No; utilice el teorema de Pican!. 

CAPITULO 5. 

1 . (a) Haga, los cálculos utilizando que ai(;r) — 03 (.r) es constante en el inter¬ 

valo en cuestión. 

2. Sea y(x) un factor integrante. Entonces 


©1 


- i (/"■ 


íw + í*ij, V2 =^ (y^'0+^ 1 $ 2 - <pi= ~ ~ { - 1 


Finalmente. 

0i + f{02 -<Pi) = jj (^1 MJ + ci + rc 2 - cci j ~ j yg + kj . k € IR. 
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. sen x c _ 

3. y =-eos x H—. Factor integrante ¡i = x. 

1' X 

(b) y.r — e y = r, En efecto, el cambio y <—» ¿r conduce a una EDO lineal con 
factor fi — x, 

4. (a) y = (cosec,r)(2j; — tt — 2). en (0 tt) 

(b) y= y en (-oe x) 


(c) x = 


3c t_1 - 1 


0 < / 


5. y = 0 es solución. Para hallar las otras, cambie r por y obteniendo una EDO 
lineal con //(:;:) = -—Finalmente, regresando a las variables originales, se 


arriba a y 2 - cy + .r = (). o en forma explícita, 
c I c 2 w , e" ■, 

y= 2 ± VT _x ’ v * €(_oc 7 1 ' 

Como i/(0) = 0. son soluciones y = 0, 


y 


C Ir 2 C 

- ~ \¡ y - .r sí o > 0 y si x € (-oc y] 


U =7 } + \/ y - si c' < 0 y si x e (-oc y]. 


A 


2 V 4 

No hay contradicción con el teorema, ríe Picard ya que la EDO dada se 

escribiría como — —— —y: esta función no es continua en (0.0). 

x — y ¿ 

ib (a) y{t) = 0, t)6( 1000 - 2 1) - 30(1 - t . 0,002) 7 
;y(2 0) 1/(20) 


(b) 


= 0,0365 


1000 - (20),2 960 

(c) Transcurridos 500 minutos (8 horas y 20 minutos). 

7. En caria intervalo resulta una EDO lineal. Ello conduce a 


-1 + ce'tr- 2,7 ', si .t < 2 


a. e- 


. 'í.r- 


b . si 2 < x < 3 


b o f , si 3 < ;r 


y(3) = ~ :i implica b — 1. Como la solución debe ser continua en todo x € £9 

(¿por qué?) obtendrá a - e _íi/2 . o = e 2 - e" 1 /' 2 . La solución o queda así 
complot a ment e deten nii jada. 
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8. Conduce a 


= f - J:(0) - 10 - 


1 ., , , 1500 75 

cuya solución es r(¿) = ———f- — t — 


W ííí> (100 + 5í) s 


siendo r = 


3^100 

CAPITULO 6. 

1. (a) (Bernoulli) 

y = ü. y = 


V .{■ y¿ 0. V x ±e c . 


In |.r| 4- c 

(b) (Bernoulli)- Sin la condición inicial, las soluciones son 

y = 1 . y = ^1 4 - c e~ % 3 . 

La solución del problema es entonces 

y — 4 “ 3 V x. 

(c) Intercambie' ;r con y. Eso conduce a una ecuación de Bernoulli con 

n — Soluciones iinplícitamonte dadas por 
ó 

;I: 5 _ l + + = o. 

2 8 


(d) y i — x. y = x 


c e 2x ~ 4 1 


r e 2 fí - 1 


(Riccati) 


X 1 

(<0 y = ■ si - < .t (Riccati) 

l+ln|jr'| e 


(0 y = * b 


3 e 2í '~ 2 +1 


3 - 1 


(g) 3/1 = 3/ = 


r - e* 


(Riccati) 


- e -< (Riccati) 


2. Es una EDO do Bernoulli. Si i/o = 0, o — 0. Si yu # 0. entonces 

1 


<E> = 


h - + a- b - > 

íi V í/o «/ 


- íl-!' 
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Llame p = —— - v observe qué ocurre criando ¿/o < O y x se aproxima al 
i/o o ’ 

, In(-ap) - hi(b) 
valor-. 


a 


CAPITULO 7. 


1. (a) x = 2+cv~ in *t. r€Ht 

1 /2 2 \ 

(b) jj = - arcsen í - + - cos3x 1 

(c) u=-7= 1 , = , si MCjv'S 

V3-2^7+7* 

(rl) 2y - 7 ln |2y + 11 - 4r = e, y = - 7 ; 

( e) sen 2 x sen y = c 

(f) y = 0. (x + J‘ _1 ) + ln \y\ -2 y = c 

V 


r 


2 + e :r 4- r _x 
(h) y = tg (x 3 - x 4 r) 


cosh 2 ( J - 


fi) y + ln v/lSy-^í = 2¡r + 1 

2. (a) y 2 4- ln(sec 3 x) = c 

(b) Hipérbolas x 2 — y 2 = o 
y 2 x 2 x 3 

(t:) t + T + ¥ “ c 

(d) lri(;t/ 2 ) 4- y 2 + x 2 = c, y = O 

3. (Variables separables) 

a _> e -i,í 

t/ = e fc e 

Si h > O, limí„ + oc V (i) = e*. Si b < O y A > 0. Yun t ^ +oc ?/(Ó = O- 

4. Sea y(t) el número de estudiantes que conocen el resultado de la encuesta, 
transcurridas t horas desile su anuncio. Resulta y* — 8l)0()A;t/ — ky~- ,y(0) = 1* 
(Variables separables, pero ver también ejercicio 2. capítulo (>.) La respuesta 
es \h 5 5miu, 

5. (a) v = x + y + 1 convierte la EDO dada en (1 - eos u)du = dx (variables 

separables). 

Respuesta: y — sen (x 4- y 4- 1) = r 
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(b) y - 2y'.r + y + ln(l + </x + y)~ = (ln 4) - 1 


fj. y = a 


x + o 


si a = b 


ln 


a - y 


/j-y 


= (o — /}).r + o, si a /j 


7. En i odo punto de k curva ia cuerda es t angente a la trayectoria. 

-y 


Resultará y* = 




y (O) = s cuya solución es 


s = «ln( í±dEz£ 

y 


/o o 

v -S - r ■ 


CAPITULO 8. 

1. Observe que f(x.y) = f j^.rl. x — j. 

2. (a) Sin tomar en cuenta la condición inicial se obtendrá 

= k > 0. y = 0, y = íí;r. Es decir. 


[» 

Ví 


.y = o, 


Sx-xJÍ 

V T 


= e > 0. 


1 




La solución es a = Q.r H-fi , r > 0. 

j* 

(bj ln v /< - í ’ 2 + /y 2 “ arctg (^) + c. si y # .r 

(c) arctg ^ = v/31n y/* + e . x > 0 

(d) y = ¿ehi(l + ln |íc|). x ^0 

(e) y = xe cx+1 , si x > 0 ; note que cuando c = 0 resulta y — ex , que 
verifica la EDO. 

2 1 dz u + z 

w 3 3 du u-2z 

(b) a = :r + y — 1 conduce a una EDO separable. 

(c) u = x + y — 1 conduce a una EDO separable. 

4. Deduzca que (—o, —¡i) resulta. (A,B) del texto. Es decir, habrá que tornar 
a = x — a, z = y — . 3 . 
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U 1 

5. Se obtiene </ — -— - . y(l) = 1. Conduce a la solución 

■r- y + 1 

i lrif.r 2 + 2.r + ,y 2 + 1) = arctg ^ ^ j 4- ln v'á - arctg Q j . 


CAPITULO 9. 

1. (a) y = 0. e _ í = y(ln j;y| + e), ya que u = e _Jf conduce a una EDO lineal 

en las variables ( u, y ), 

2 

(b) u = — j\ y = - 77 -r, va que u = ;r 4- ;y conduce a una EDO 

ce x — er' J 


fie Bernoulli. 


(c) y + x = x{c - x) e? 

(d) y = 11, .r = c y e 3 ^. v 0 


(e) V ^ 


— eos J' 


n/2 


(f) ;/ = árceos [ — c x 4- x e' 


1 


(g) y = cx n 

(h) u = x ‘ 2 + ¡r permite arribar (mediante una EDO homogénea) a 
y = \íx 2 r e 1 ' 7 - .r 2 . 

(i) ii = e j;?y conduce a una EDO de Riccati desarrollada en el texto. Ob¬ 
tendrá , ,, , 

1/2 4.r’ \ 

(j) y = + 2arctg (x 4- r) 

CAPITULO 10. 

1 i 

1. (a) y = c. y = - x 4- — ln \ax - 1| + 6 

a a- 

(b) y = ~- -x + ce~ J +d 


(c) 


y = ± f -.i' yó' 2 4* c 4* — ln ^¡r 4- y^r- 4- _ c']4- d 
Observe (pie si r = 0, obtendrá las parábolas í/ = ±— 4- d- 


(d) y = 0, y + - ln j ay - 1| — nx + b 

(t 
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(c) 1.110 1.249 1.431 

3. 0(0,3) p» 2,5729. 

4. Se pide hallar !h ■ Resulta 


^'oi = 5 


k (>2 = 0.9 . koz = 7.66 , fcu 4 = 10,928. Finalmente 


0(0.2) s= <ji = 2,5016. 

(El valor exarto (hasta 4 decimales) de 0(0,2) es 2,5053.) 

Recapitulación, capítulos 1-12. 

1. Las siguientes son isorlinas. 

(a) Rentas por el origen. 

(1>) Rectas ele pendiente 1. 

(c) Rentas paralelas, simétricas respecto del eje ,r. 

(d) Rectas horizontales: se repiten periódicamente. 

(o) Rectas de pendiente 1. 

2. Es separable; y = sena 1 es solución en (—oc oc) . Como y = 1 satisface 
y' = \/\ - y 2 (aunque no la condición inicial), las siguientes son soluciones 
en (— oc oc): 


y i(-t) " < 


u-A-r) = < 


f 

3 ^- — " 

sen v . si ,r € 



Y" 2 

< 



3 7T 7T 

1 , si X g 

9 1 9 



' 

' 7tt 5tt’ 

sen x , si x 6 

— _ - 


2 2 

< 



Tir 5tt 

1 . si X $ 

< 

T’ Y j 


etc. 


Note que y¡(x) exist e V .r 6 (— oc oc). 

3. Todo el plano. Ecuación de variables separables. 
Solución: y = -- en (—oc 1) 


1 -:t 


4. No puede aplicarse pues — no es continua en (0, 0). Note que y = 0 es 

,r 

solución. También son soluciones las rectas y = k x. 




306 























www.elsolucionario.net 


5. No. pues conduce u 1 — 2 


(a) 

í/ = 

r> 

ienfln.f). ,r é (0 

-4 oc) 

(b) 

y = 

db 

i " r - ; 

f r ‘-2 r 


(c) 

y = 

ln 11 + x + y | + c. y 

= —x 

(d) 


P 

) 

r 


y = 

2 

+ 

1% 

+ 

■ 


(c) 

y = 

(a 

X + b)-± 


(0 

y = 

— 

ln ■ ('os ( t + c) - 

+ 

(g) 

y = 

0. 

^ 1 

+ 

II 

¿4 


(h) 

y = 

X. 

i 

y = # 

c 4- x 



(i) y — —2 — 4 
1 


ü) y = 


(x - 2 a*)* 


(k) 


U= VT ^L . en (-v'í^I 


2 - 


(1) y = .r 
7. y = a e h e 


h — c e ;r , familia uniparamétriea. 


\ p-^CíiY p 

8. Po > tí => P(í) — t -——r ■ con A = „ 11 — > O 


A o- rat - 1 

1 


Po - Cf 


Luego, P(t) —* oc si t —>• —- ln A ; hay explosión poblaeional. 


Pq < =y P(í) = 


A «c”* 1 * . P 0 


A o e ' cnt + 1 
Luego, P(f) —* O si / —> 4- x : hay extinción 
Si Po = a, entonces P = a es solución. 

í). Se obtiene una EDO separable, con solución 


. con A = 


a - Pu 


> O 


, , / n> \ t» 

?’(/)= \Vft + — í/J o »•' ~ ~r fi¬ 


ní 


Por ello. v(t) —» — — íy cuando t -hx. 

n 

Conclufiión: la velocidad no aumenta indefinidamente. 
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10 . = y- 3 

11. y = árceos (A' e _a ), t e íí 

Nota: y e f sen y = c e _J +> (cosí/) y' — —r e“' = — sen y. Es decir. 
y * 1 = -tg .y para la familia T. También observe que y — aresen (ce~ J ) está 
definida si > ln |r|. cuando c ^ 0. 

Autoevaluación, capítulos 1-12. 

1. eos y — ce -r =* -y' sen y = = -eos // =>■ y' = ctg y. La EDO de 

la familia ortogonal conduce a y = áreseu (o, e _ ' J. o 0. 

Sin embargo debe observarse que y = 2tr~ corta perpendicularinente a 
eos y — c e -r en el punto P(ln c. 2 n~). Pero y = (2n + 1 )tt conduce a 
.r = ln(-c) que no es real, pues por hipótesis < > 0. 

Conclusión: la familia buscada es 

y = aresen (a e a 0. y = 2n.Tr. /) g Z. 


(a) EDO homogénea. Se hace r - — y aparece la familia uniparamétrica 

, a * 0. 

I — ax 

En el camino, se dividió por v (i; 4-1). El caso v = 0 equivale a y = 0. 
que es solución (y se obtiene para a = 0). El casó a + l = 0 equivale a 
y — —,r que también es solución. 

Conclusión: y = —■■■ ■ . a € JR. y = —x 

1 — Í1X 

(b) Cambie ./ por y. 

Respuesta: y 2 + 2 y -+-2 4 - r e ?/ + r = 0 

v.— 4 


(<-) v = 


1 — ln .i; 


V ,r > 0 


2 x 


. lV l l 

(d) y = - , y - - + 

;r J a: — .r- 

3. (a) Se impone a ;/ = ax + b que sea solución. Resulta y = ax + a 2 como 

haz de rectas. 

(b) Se impone a y = r x 2 + dx + v que sea solución. 

Resulta y = — - x 2 . 

El haz envuelve a la parábola; en cada punto de la parábola la recta tangente 
pertenece al haz de rectas. 
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4, u ■ .t ' 2 + y conduce a una ecuación de Riccatí. 

V = tg (<r + “) - .é- .ir 


(a) ¡j = 0. y = 


x + i 


d 


(h) En ( — 1.0) no existe — ((j: + l)y/j¡) ■ 

(c) Infinitas. Es similar al ejemplo a) del capítulo 7. 

, x , * 2 - >r + ty' r 

(a) y = —— - 2 —r— 

x- — y 2 — 2¡f/;r 

(h) y — :r — r(.r 2 4- y 2 ) ~ 0 . reí/ 

Note que (además de la recta y = ¡r) éstas son las circunferencias de 
centro en y = — r\ que pasan por (0,0). 

(c) En el capítulo S se demostró que las Trayectorias ortogonales a la. familia 
de circunferencias con centro en el eje y, que pasan por el origen, son 
la familia de las circunferencias ron centro en el eje x. que pasan por el 

7T 

origen. Si rota —. obtendrá precisamente (b). 


7. y 0 = t). Vi - ~2x 


í/n+l 


fi 


y n (t)dt - *2,i- 




Entonces, procediendo por inducción obtendrá y n {x) = —2 Ylk-i -rj 

A."! 

que tiendo a —2{o x — 1) cuando u tienden oc. Por lo tanto <p(„r) = 2(1—e ,: ). 

(5 


8. (a) r(t) = - +f 
(b) t = 10 


t > n 


CAPITULO 13. 

1, (a) n = I) , b en R 

(b) r=0, o.b en R 

(c) Note que 



,-2í 



a = 1 . c = 0 v b ('ii R . 


ü 

t | v~ 2t . Resultará 
* 
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3- (a) El SEDL equivale a 


■ r i = ^'i 

4 = ¡l ~ 


f > 0 . 


La primera ecuación (variables separables) nos da la solución r j = at ; 


resulta 4 = at — f.r 2 = /(a — .ro) . es 




= t (variables 


separables). Así, x 2 = a + bp 
Finalmente, 


O. — J-2 

~ r ' 2 . luego de efectuar los cálculos. 


X(t) = a 


í 


+ h 


o 


con o y ¿ reales. 


(b) 


{ 


4 = j‘i + 1 

,r ' 2 = e _í .i j + 2x-2 + 3 e“ f 


de donde obtenemos X\ = o e' - 1 . Luego x' 2 - 2r 2 = a + 2 c * , por 

fí 2 

lo que j o =-- e _É -4- be 2! . Finalmente. 

J " 2 3 

X(t) = a ( _*/2 ) + b ( e* ) ” ( 2 f 1 ' /3 ) ' 
con a v b en IR . 


fe) 


= 


./'o 


>r i _ 


.I-, 


= —j'i 


.í j — —./1 


es 


d 2 xi 

df 


— -.iq . Por el método de reducción de orden visto 

en la sección 10.2 obtendrá x\ — osen/ + b eos/. y esto implica que 
,i '2 — -fj — o cosí — ¿son/ . Así. 


*-■(”! M 


eos / 
— sen / 


« , b en IR , 


(ó) 


* =■ () • “•» 


en JR 
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5. 


,r 2 -X l =t + 2 


CAPITULO 15. 

1 . (a) Senil a, h tales que a sen t + /> cas t = O , para tocio t en (0 tt) . 

Entonces, tomando sucesivamente t = ñj 2 , t = tt/ 4. se tiene 


= (1 


(a + b)^~ = 0 


a = h = 0 . 


(b) Resultará o <?' + be ( = 0 . y (derivando) a e ¿ — be 1 = 0 . Entonces 
2o é =1) v 2 be~ f = 0 . En definitiva, a = b = 0 „ 

(c) ,(d).(e) Evalúe tai ciertos f bien elegidos. 

(f) Sean a i, «2- a ? , reales Tales que a v -+- «3 sen t + cincos i - 0 , para rodo 
t en (a b) . Entonces 


j 02 eos f — o-í sen t = 0 

\ —02 sen t — <12 cos í — 0 

o sea. <i 2 sen 1 + a&CQnt = 0 . que reemplazado en la ecuación original 
da a\ = 0 . E 11 (*). multiplique la primera ecuación por cosí y la 
segunda por sen t . Concluya que a 2 = 03 = 0 . 


2, No; el caso más simple 1 n = 1 lo ilustra (ver ejercicio l(b)). 


3 . 


k 

Suponga que fijXj = 0 . para todo t en (a b) . Entonces (igualando 

i=l 


k 

las primeras componentes de ambos miembros) ^; ''ii(0 — 0 . para rodo 

í=i 

t . Pero de esto se dediu'c que o¿ = 0 . para todo 7 = 1__ k■ . 
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4. 


t 2 


-Yi = ; 2 . Xi 


- () 


(Nota: ^ | ^ y ^ y J son l.i., pero los conjuntos { t, 21 } y { t.’At } 
son ambos l.d.) 

5. (a) Si í?iXi +« 3 X 2 = 0 para todo f do (a. b) , entonces ait 2 + a 2 t 2 — 0 

y ai -j- 2a 2 1 = 0 . Elija t 0 y obtendrá a.\ = a 2 = 0 - Son l.i. . 

ib) 


det (Xi, X 2 ){t.) = 


t f 2 
1 21 


= t 


que se anula 011 f = 0 , 
(o) 0 ^ (a b) 
a(t) 


(d) .4 = f ^ y cada coeficiente es una función continua en 


? c(t) 

{—oc 0) . Resultaría 


X', = 


1 

(1 


= AX l 


-( 


r/t + /> 
rf + d 


at b = 1 

ct + d = 0 ' 


, , , af* + 2 bt = 2 t 

Analogamento tone ha + orff — 


a/ + '2 b 
rtí + /:> 
0 / + d 

ct 2 + 2rft 


2 

1 

0 

2 


/>= 1 
9 

d = - 


a/ = 0 
9 

r ' = "é 


a, = 0 


4 _ ( o 1 

A ~ [ - 21~ 2 2 r - 1 


0. Resultará .4 
7. So anula en t - 


¡ir 1 

1 


-(ir 2 

-r 1 


í) , f = (i . Ni 0 ni (> pertenecen a (a h) 

\ 


A = 


4 

2 - i 

fi - t 

G-t 

G - Gt 

i 2 ~ G 

i 2 - Gí 

f 2 - Gí 
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0. (a) i ( i ) ■ ( ( ~t-' 2 ) f ' ^T0' = ^c r ' 2 > d i para todo f > O 


(b) No os homogéneo. 



í í ^ \ í {) \ ( ° \ ) 

fe) <í O , e 2í 1 , I O > , TP(í) = o 6 - ^ O , para todo i 

l V « / \ O / \ ^ / 1 

12. Se tiene W’(f') = k d/" (}t . Entonces W = f) (cuando k = O ) o bien 
H (t) n . para todo f (si k ^ O . pues la exponendal no so anula.). 

13. (Ver respuestas de los ejercidos o. (i y 7.) 

Para el Tj. o = 2t _1 , / o di = 2 lu |/| , 

1V(Í) = /- = le 2lri ld = 1 € J " , 

Para el (i, o = 2U 1 , 'o di = 2 ln |t| . 

I V(t) = -t 2 = (-l)e-f “ dí . 

Para el 7. o = ————- . j rv dt = t + ln \t 2 — ¡Gf | t 


IV(f) = e'(/ 2 -6/) = kej a dL , 

con A' = ±1 dependiendo de si t < O . O < t < (i . 6 < / . 

14. Son verdaderas solamente (1>), (d), (f) y (g). 

CAPITULO 16. 

1. (a) jfni(A) — —A(A + 4)(A — 3) , 



.í‘l — Ci + 

02 í 1 

+ 

2c.í é u 

J'2 = 6f‘j — 

2 c *2 e _4í 

+ 

303 e 34 

J’3 = — 1 .ÍC] — 

c-i e“ 4 ' 

— 

2o ;í e 3É 
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0 

1 | «?"' ; W = 3 


0 \ 


+ 0í 


e 1 

e' 


+ r*4 


<> 7 


/ o \ 

e f 
-e"' 

V ° / 


W = 4 
Ü) X 

(k) X 

(l) X 
U 

(m) X = «i 


3/3 
2 \ 4 


l( 1 

2 l 2 


-2t 


1 - 4M e - 31 

2 - 4t } 


.-3í 




-íf 




i \ 
o 
o 

* / 


+ ro 


o \ 
1 
o 
l> / 


+ 


í 0 \ 

o 

1 

\ 0 / 


+ ('4 


o \ 

o 
o 

1 / 
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cos2í 


/ V i \ i I M 

11 * ( L í eos 2/ -h sen 21 ) ' ¿ ( sen 2/ 


sen 2 1 


eos 2í 



( —25 \ / eos 5/ — 5 sen 5í 

7 J e : — | eos 5í 

—6 J y eqsoí 

2. A; — 1, A o = — 2 +3 i . = —2 — 3 i . 

3. Ver ejercicio 11. capítulo 15. 


5 eos oí 4- sen 5f 
sen ñí 
sen 5í 


CAPITULO 17. 

L La respuesta no es única. Pero en todo caso, note que si X p v Y /f son 
soluciones particulares de X’ — AX + G , entonces X p - Y', es solución 
del SEDL homogéneo X' = AX . 


(a) X p = c 


:U 


7 eos 2f son “2í - - sen 2 i — - sen 2í son 4/ \ 
4 2 8 


l 


(b) X* = 


(0 x 9 = 


1 TÍ 1 

- sen • 2í + - eos 2 i -f - sen 4/ eos 2/ 
4 2 8 

eos 3/ — son 3t 


/ 


8 , 2 

- eos 3f-sen 3/ 

/ 


V 7 

í sen t hi|eosec/ - et g f | 
l cosí In jeosee i — etg / 
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4. 


x = - v/e)( ^ ^vs-w/e» 

+ (y^)(-U) S '"" + (Í2) 

Cuando t — 4 -oc . i'i —r 12 . r 2 — 12 . y en cada tanque el colorante 
tiende al 20 SA del líquido total. 


5. X' = 




1 


100 


-O 2 0 \ / 2 

(i -7 1 X . X (0) = 0 

0 5 -5 / \ 4 


Rí 2 - E{t) 



4 \ 


/ 


m \ 

L 

0 


7. Si « es fijo, l (*) es una matriz constante. Por ello. (<!>(*)£)' = 

— A{<\?{t)B) . Además en t = a se tiene que Q(t}B = 
= <i>(a)4*“ 1 (s) = í n . El segundo miembro, &(t — s) . satisface la 
d , 

misma condición, pues * 7 - (í>(/ — a)) = &(t — s) = .4${f — .*0 . Además en 

al 

t — s se tiene §>{t — s) = $( 0 ) = í n . 

Ello significa que la columna j-á sima de cada miembro satisface 


" \ 


X' = AX , X(s) = fT¡ = 


\<> ^ 


Por el Teorema de Existencia y Unicidad, deben coincidir las columnas j~ 
ésimas de : (s) y <I>(f — a) . Se concluye (pie esas dos matrices son 

iguales. 

CAPITULO 18. 

1. Recuerde que en el sistema asociado, .<1 = y . í ’2 = ¡/ , > r s = ü ■ ^tc. 
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(*) X' = 


(b) X’ = 



X + 





X 4- 


\ 


0 
o 
o 

lili 

T" ! 


X(l) = 


o \ 
o 
0 
0 ) 


fe) X* = 


0 

0 

1 0 

0 1 

0 0 \ 

0 0 


( ü \ 
0 

0 

0 0 

0 1 

X + 

0 

1 

1 1 

1 1 


e' 


¿n-1 ^-2 

¥ t / 

\ / 

■r 2 ?/' + - :rj/ = 3x -+- X 2 




/ = 3 , 

i/(0) = 2 . i/(0) = 1 




■ WXüi.íteJfc) — -f- > (1 
— 4;i; In x 

• 



oo) . 

^(ííl,í/2)(.t) = --^0 

V X # 0 




y = 


?r sen x ir + 1 eos x 


x 




(c) w (yi, t/ 2 , ¡h)U) = 27 , V x € ií 

29 2 1 

;y = —— - eos ;i.r - - sen Xr 

** +* i_t 

(d) H / (?/i.¿y2)(.e) = -5 , V .t e R 

4 6 ^ 

2/ = r-e + r3T“ 
o 5 


ñ. No existe' tal combinación lineal pues í/( 0) será nula. No hay contradicción, 
pues al reescribir la ecuación en la forma usual L 2 (y) = O . se tiene 
„ 1 , 

//- ~Jf = O * uno de cuyos coencumtes no es continuo en x — O . 


6. iji = O , y 2 — x‘ 
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1. g = L n (y) = ;¡/ n) + « rt -l?/ n 11 + - * * + «íí^ + fl oí/ =* 

g[X o) - L n (^o) - y (T,) (*o) + %-l(*o)&»-l + ■■- + M^l + ft ?(*o)ftn ■ 
Despeje (^‘o) ■ La conclusión: i/ 71 )(aro) es calculable aún sin conocer la 

expresión explícita de la solución y . 


8. (c) uci (.,c‘o) = ai(a-f)) — O 

(d) Suponga que .... y'n se anulan en itfo • Como O - L n (y)— 

y( n ) +a n -i(x)y i,, ~ r> + .. .ao(j-)y . despeje ¡/ [v] . Al evaluar^ cada y { ¡ n] 
en xa . obtendrá un sistema de ecuaciones lineales Bd = O , siendo 


fi = 


/ Ool'^o) \ 
ai (:io) 

\ «n-í (j’o) / 


, B = 


y\ v\ 

Ih J/2 


\ Vn ÍJ ti 


v ( r" 


\ 


V 


tll-i) 

n 



transpuesta 
de la matriz 
wrouskiana, 


Como B~ l existe (¿por qué?), o — O Conclusión: si y-¡ . !M 

anulan en .f-o , los coeficientes cío*.... ft-n—i se anulan en ./'o - 


se 


9. (a) Es una verificación. 

(1>) WCl»i,SFa)(*) = •** ¿0 

k 

10, Sean A.; números reales tales que ^ A¿y/,;(í) = O . V t € ./ . Derive luego 

í” 1 

/i — 1 veces. 


CAPITULO 19. 

1. (a) y - c'i e* + c 2 e“ 2í + 

(b) y = c.\ eos t + C -2 sen t + c¿t eos t + c¿t sen t 

(c) y = ei + c 2 t + c 3 f 2 + c 4 e* eos 4t + r 5 e' sen 4 1 

(d) y - C\ eos 21 4- c 2 sen 2t + c 3 o ,w 

(e) y = C\ e f>t + c 2 e ai 4- c 3 te ai + .. • 4- c*+i? A-i e (t1 

2. (a) y = cj eos kt + c -2 se 11 Ai 

(b) y = cj e kt + C 2 e~ kl - ai cosh kt 4- a 2 sentí kt. E 11 efecto, c\ — (-2 = 1/2 
—> coshAú es solución, y c\ = -02 = 1/2 ==► senil fe/ - es solución. 
Además, { sesth R cosh fcf ) es linealmente independiente pues el 
wuonskiano es no nulo. 
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(e) y — (■] e ai cosat + o 2 e üí senut + c 3 e aí eos «7 + r 4 e ' af sen af . siendo 
a = k/y/2 


3. (a) D 2 (D + 2)(D-l) = Dt + D' - 2D' 2 =* y IV + y'" - 2y" = O 

(b) - 2y vl + r xl ) v - V 1 ' + 4;y f " = 0 

(c) i/ 1 ’ + 2y" + y = O 

2¡i 7 27 

J - ““"T + 2 í + t* _ '■ 

ó. Las raíces de (A) son precisamente n,.... r n . Por ello, { e rií . e' ni } 

es mi conjunto fundamental de soluciones. Calcule su wruiiskiano, 

(ú (a) Vj = aj + h¡ i , con üj < O por hipótesis ( bj puede ser cero). 
Dependiendo de la mult iplicidad v si bj es nulo o no. las ip son 
de la forma t. k e n > f , f*e üíí co sbjt , t k e' 7 d sen b¡f . Como < O , 
L’Hópítal indica que t. k r? 1 * —» O, si t —^ tx , Como cada y i —* O , si 

n n n 

ahora L n {y) = (.) , y = •: |;y| < ^ \d\ |,y^| 0 . 

í'=l i=l i=l 

si f —* + 3 C . 

(b) Son acotadas. 

7. Si Ir - 4 ac < Q , es claro por el ejercicio (i. Si b 2 — 4 ac > O . pruebe que 
-b-t ph' 2 — 4 ac < Ü . Vuelva a utilizar luego el ejercicio 6. 


8. Si k — O , y í l i -|- C 2 / . 

Si k > t) . y = — ]. + ci e^ 


+ C *2 o 


Vh‘1 


Si k < O , y = -1 + c.'i eos y/\k\t + co sen \f\k\t . 

9. (a) Ci v ri * + r '2 e’’ 2 * 

(b) d e rl +C2te ri 

(c) í 1 é at eos bt + c 2 e í5í sen bt . En este caso, si c L y c 2 no son simultánea¬ 
mente nulos, P — f , 1 , ~ ] satisface .r 2 + ¡p = 1 . Por 

\ \/ r I + Ci v /r 'T +f 2/ 

ello, existe único a € [O 2jt) tal que P - (cósa, sena) . La solución 
adopta la forma 


f 


y — v nl \J + t% eos a eos hf + o >lf y/ cj + 05 sen a sen bt 

= c at y /4 + <"Ucqs a eos 1)1 + sen a sen hf ) 

= e at y/t'i ~+ (‘2 eos {a — bt) — Re al eos (bt — a) , 
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Si las raíces son imaginarias paras ( a = 0 ) resulta 

y = Rcos(bt — o). R > 0 . 

10, (a) A' = 400 N/m . Resulta x ft + lü0.r = 0 , ron condiciones 

x(Q) = 0,6 , ;r'(0} = —2 . 

1) La solución es .r(í) — —eos(10* + 0,3217) . 

2 , , 2tt _ .10 Tr 

2) A = —== ni , periodo = — s ¡=a 0,62 s . frecuencia = — Hz 

10 


vTo 
1.60 Hz 

3) ((2w - 1)55 - 0,03127) * 

4) = ¡uJ-4| — 6,324 nt/s 

(b ) 1) x (0 — 2 ros (ó 1 + 

, “ 2 77 

2 ) A — 2 m . período = — s 
0,80 Hz 

3) (ti - 1)? * 

r> 

4) 10 m/s 


2í¡ 


5 rr 

1.24 s , frecuencia = — Hz tu 

¿TT 


11 . 



m = masa del trozo colgante 
= xX N 

F = fjxXj = 6\x"j 


Tendremos x” — — x = 0 . .r(0) = 1 , .r'(Q) = 0 . cuva solución resulta 

(i 

/10 ^ 

x = cosh ( yí — t | . Respuesta: f = y'O,6 arg cosli(6) = 1,02 s 
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1«5. (a) x(t) 0 cuando t — +oc si hay amortiguación (por pequeña que 

sea). En d caso no-amortiguado, las soluciones son periódicas (y no 
tienden a cero). 


(b) 1) r - Cíe r ‘* con r, y r 2 positivos. Pasa por la 


posición de equilibrio si y solo si 


In - 


Co 

Ci 


> 0 


n-r 2 

2) x — (('i -j -C 2 Í)e~ rf con r positivo. Si c 2 - 0 , x(t-) ^ 0 V t , no 
pasa por la posición de equilibrio. Sí e 2 0 . vuelve a pasar sólo 
si r j i/c 2 es negativo. 

:j) ./• = Ac~ ri eosfud + o) con r positivo. Son ondas amortiguadas 
por la exponencial. 



Buscando máx-min de la solución x(t) . en [0 x>) . El desplazamiento 
máximo puede ser mayor que J.r(O)J . 


14. x” + fw/ + 4.r = 0 . ,r(Ü) = .rifO) = 1 

Es sobreamortiguado: la solución es x(t) — ^ - - e" 4í , V t > 0 . No 

3 3 

pasa por x = 0 pues f resulta igual a - ln í y J = -0,305 < ü 


Finalmente, ,r(í) es máximo cuando i = ^ ln ( -] = 0,157 s . El valor 

3 y 5 J 

•í (0,157) — 1,069 m indica que en i — 0 , 157 $ el cuerpo está a 0 , 069 m 
por debajo de la posición que tenía en t = 0 . Note que ,r(í) no presenta 
mínimo absoluto. 


15. .r" + K..r' + 1 6x = 0 , .r(0) = <} liC '(0) = -3 

Es críticamente amortiguado: la solución es x{t) — — 3te _lí . y f > q 
N o P asa P or = 6 -si t > 0 . Hay un único punto crítico, t — 1/4 . 
Correspondientemente. j;(í) tiene mínimo absoluto #(1/4) = -0,276 O 
sea. la altura máxima es de 0,276 m y la alcanza cuando t — 1/4 ,s 


lí>. + 2x' + 10# = 0 , x(0) = —2 . :r'(0) = 0 
Es subamortiguado: la solución es 

x(t) = e -í í—2 eos 3f - ? sen Ai ) . V t > 0 , 


2 


Es decir. x(f) = cos(»+2,819). Note que Ja gráficu de *(/) está 

“encellada” entre las de x = -Iv/lOe - ' y x = íjv'TOe-' . El máximo 
desplazamiento es el que tenía en t = 0 . 


321 





www.elsolucionario.net 


CAPITULO 20. 

1 . (a) tj 2 = sen (ln t) 

00 i/2 = # s 

(c) t /2 — 1 4 


(d) 1/2 = t 

2. (a) y = ci .sen f 4 co eos t 4 -tj¿¡ f 4 ~ eos i ln j sen t 4- tg t] 

(b) y = r*i e ; 4 í'2 e '• — 1 — i é 4 ( e' - e * ) ln ( 1 4 t‘. f ) 






9 


(el) y = - i o - * 4 e~ f 4 ~f 2 e ' 1 ní-Í 2 e ' , í > 0 
4 4 "i 

(e) y = c’i + C2 eosf 4 c* sen i - lu | cosí) — sen t ln | stx: í 4 tgi| 

— 5 2 

3. (a) y = cj cos(2\/2 f) 4- c -2 seu {2 \/2 t) 4 4- - e -í 


l 


1 


(b) ;t/ = f.'i 4- fot 4 e *3 e* + te / - -P — -t 


1 1 


(c) y = r j e 2/ 4- f '2 e 4 03 eos 2/ 4 C 4 sen 2t — — 4- — f sen 2f 


(el) y = —2 e~ 2f eos t — 4 e 21 sen f 4- 2 

(e) // = e 2f cosí 4 t'~ 2t sen/ -I- sen t — eos t 

4 . Note que Pj ( D) P 2 (D) = P 2 {D) PúO) debido a que los coeficientes de los 
polinomios son constantes. 

5. (a) D(D — 2) — D 2 - 2D 

(b) (D - 3) ;! pues (1 - t)v M = e 3t -fe 3í 

(c) D l 4 2tLD 2 4 25 

(d) P r< [(P - l ) 2 4 9] = P r> - 2 LH 4 10P 3 

(e) (D ;i 4 Df = P 9 4 3P 7 4 3P r> 4 P : ’ 

6 . (a) y = «i sen ni + c 2 eos ai — — í eos at 

(b) Obtendrá D 2 (D - 1) 2 (P 4 l){y¡>) = 0 : conduce n y p = 4 t . 

Finalmente, y — Ci 4 cg c |f 4 03 4 — tv? — t . 
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.“'t' 

(c) y = ci e“ f + c 2 t e _í + - i 4- -U 2 e _í 

7. 1) .c(¿) — v -^r(— asentí + iVsenoO 

— rv) 

, , , a a 

2) x(t) = —— sen uit — —fcosus't 
2 ú , í - 2 ut 

En 1), |.r(¿)| es acotado. En 2), no lo es. 

8. x = Xh 4- Xp . Como c > O . ^ lim Xf¡ = O (ver ejercicio 13. capítulo 19). 
Es decir, x ~ x p para valores grandes de t . 

9. mx” = —kxr 2 ? — e&* + mg . .r(0) — r 0 , = i: f> . Es decir. L 2 (y) = <j 

(con g = 10 rn/s 2 ). 

CAPITULO 21. 

1, Recuerde que con el cambio v = lii f se obtiene una EDO lineal (en la 
variable u ) con coeficientes constantes. 


2. (a) y = at 1 4- bf 1 In f + d _1 (ln /) 2 

(b) y = at A 4- bt ?J ln Jí| 

(c) y “ af -1 + í i/2 [/)eos 4 ln. t'j 4- caen ^lní^ 

(d) y = «(* ~ l) _:i + b(t - l) -4 

({y 

3. El cambio de variables t = c u conduce a —^ + (a - 1)-^- +$y = O, cu va 

du ¿ du 

solución es (utilizando la hipótesis) ij = ae rv + bue ríi . Equivalentemente, 
y — at r + bt r luí . 

4. (a) No existe solución. Explique. 

(b) Solución de la ecuación homogénea: ijh = Cit-N^í 3 ■ Mediante variación 
de parámetros se obtiene y v = 2f 2 e í -2/ e 1 . Al imponer las condiciones 
iniciales sí' arriba a y = 2í+cf 1 +2í 2 e f —2to* . Observe que hay infinitas 
soluciones. 

(c) y= ~t _ '-f 3 + 2e* (í 2 - t) 

Es suficiente analizar un conjunto fundamental de soluciones. Concluya que 
a < 0 . 

(t ¿ — 1 )z n — 2 tz ! 4 2,3 — 0 admite a z — t como solución. Utilice reducción 
de orden. La respuesta es y = at 2 + b 4- ^í 3 ^ -fe 4- ~t . 


5 . 
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12. (a) D 2 3 + 41 

(b) D* +3D 2 + 3D + i 

(c) D ¿ -f- 41 

(rl) D 4 -2D* + 2D 2 -2D + 1 

(e) D A - 4 D 2 + 3D 

(f) D 2 - 2 D + 5 1 , ya que A = 1 + 2 i debe ser raíz simple. Note que 
entonces (A — 1)- = —4 , o sea. A" — 2A + 5 — 0 . 

13. { t z J~ 2 } 

14. y = 1 + j? 2 + e _J 

15. (bj Aplique la parte (a) a yi — xji . 

16. Se tiene x" + 16,t' + G4.¿ — O , ;r(0) = —1/2 , ¿r'(0) = 2 . 

Es críticamente amortiguado, con solución 

x(t) = í-i - 2e~ Si , V t > O . 

No vuelve a. pasar por la posición de equilibrio. La altura máxima se alcanza 
cuando t = O . 


A uto evalúa ció n, capítulos 13—22. 


l. 


x = a + e' u j 
y — —a 4- 


h+ l t+ ¡ t2 + 
{ 2h+ ¡ ,+ ¥ 



2. {D 2 -2D + 5 1) 2 {y) = O . o sea, y IV - 4 y w + 14 y" - 20y f + 25y = O 


3. f‘i + C '2 e 2í debe ser solución de la ecuación homogénea; eso conduce a 
y" - 2 y' = O . Además, sen t debe satisfacer y" — 2y f = g{t) ; se obtiene 
g{t) — - sen i - 2 cosí . Respuesta: y" — 2j/ = - sen t - 2 eos t . 


2e* - e - * +i - 1 , í < O 

7 , 7 _ f 1 , 

- e* — - e ' +■ -1 e , t > O 
4 4 2 
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5, y = a &' 4- bx e- r - - é* lu (1 H- -r 2 ) 4- x c x airtgj: 

fí. Ciaran lente y = ¡r es solución. Use reducción di 1 orden. 

Respuesta: y = f :\X 4- cor e* 

7. Es una ecuación de Etiler. 

Si ,Ó <0, t/ = at r + bt~ T , con r > 0 . 

Si ó = 0 . y — a lu t + b . 

Si 5 >0, y = a cosí >/H lu 0 + fc sen (<JB ln í) . 

Deberá elegirse ó > 0 , 

8. (a) (-1 i) 

(b) f¡2k = «0 ■ «2fr-rl = fí i ■ V k = l,-■ 3. • ■ - * 

OC 7 C 

Por lo tanto, y = a ' r ~" 1 cs so ^ K ™ 11 buscada. Ob- 


n—0 n=Q 

serve ademas que en (-1 1) se tiene 


OC , 

■ S* 

ir =0 


.21¿ -f-1 _ 


,r 


1 - ít" 


(c:) 


.y 


= 1 - 2x + ;r 2 - 2;r* 4- * 4 - 2o> 5 + . - - d :r 2 " - 2z* +1 + 

1 - 2x 
1 - x 2 


í). (a) F (b) V (c) V (dj V (e) F 

(f) V (g) F (h) F (i) F (j) V 

(k) F: termina aquí. 
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